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解非线性常微分方程边值问题差分方程的数值延拓法

钮 群

（河海大学理学院，江苏 南京 !&""$%）

摘要：非线性常微分方程的差分方程是一个非线性方程组 )根据解非线性方程组的全局收敛方法，
采用数值延拓法研究常微分方程边值问题数值解的计算方法，并给出了该算法为全局收敛的充分

条件 )通过计算具体算例的数值解，表明该计算方法是可行的 )
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在实际应用中，经常需要求解以下第一边值问题［&］

!" # $（%，!，!&）
!（’）# !’，!（(）# !{

(
（&）

的数值解 )假设函数 $（%，!，*）的偏导数 $!（%，!，*），$*（%，!，*）在［’，(］. + . + 上连续 )问题（&）的有限差

分方程一般是非线性方程组，采用 /01234迭代方法［!］求其数值解，具有收敛速度快等优点，但明显的缺点是
往往要求初始向量非常靠近解，因此所得算法往往是局部收敛的 )数值延拓法是扩大收敛域的尝试［-］)显然，
从理论上验证扩大收敛域尝试的可行性是非常重要的 )

! 建立差分方程
为了建立问题（&）的有限差分方程，将区间［’，(］等分为 , 5 &份，步长为 - 6（( 7 ’）.（, 5 &），令：%（ /）6 ’

5 /-（ / 6 &，!，⋯，,）)
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令： ! #［$!，$"，⋯，$"］$" "" #（!）#［!（!），!（"），⋯，!（"）］$" ""

则问题（!）中的微分方程的差分方程为
#（!）# % （"）

其截断误差为 ,（&"）-
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$/ #［%，%，⋯，%，      !
/
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! 采用数值延拓法求解差分方程
对于一般的非线性方程组 #（!）& %而言，令：

%（!，0）# #（!）%（ 0 * !）#（!%） （! " &，0 "［%，!］）
所谓数值延拓法是扩大收敛域的尝试 -文献［’ ( )］给出一些数值延拓法可行的充分条件 -为了进一步研

究，给出以下引理 -
引理 "［*］ 假设 ’"(（""），若$’$ + !，则 ) , ’ 可逆 -
引理 !［*］ 设 #：&%""&""，在 & 上连续可微，若存在非异矩阵 *（ !），!"& 使有：$ ) , *（ !）

#+（!）$’!（$!$）+ !，$*（!）$’"（$!$），且若(
%-

%

! *!（ 0）
"（ 0） . 0 # % -，其中"（ 0），!（ 0）为［%，/ -）

上实连续函数，则 # 是& 到"" 上的同胚［0］-
引理 #［1］ 假定 %：& 2［%，!］)"" 2 "!&"" 对第一个变量是# ,可微，又设!!% 在& 2［%，!］上是连续

的 -另外，假设存在 %（ !，0）& %，0"［%，!］的一个连续解 !：［%，!］& 345（&），而且对所有 0"［%，!］，

!!%（!（ 0），0）是非奇异的 -则存在［%，!］上的一个划分 % & 0% + 0! + 0" +⋯ + 01 & !和整数 2!，2"，⋯，21 , !，

使得由式（#）和式（’）所定义的迭代序列｛!3，/｝保留在 & 内，且 637
/&-

!1，/ & !（!）（!（!）就是 #（!）& %的解）-

!3，/%! # !3，/ *!!%（!3，/，03）*!%（!3，/，03） （ 3 # !，"，⋯，1 * !）

!!，% # !%，!3 %!，% # !3，23 （/ # %，!，⋯，23 * ! }
）

（#）

!1，/%! # !1，/ *!!%（!1，/，!）*!%（!1，/，!） （/ # %，!，"，⋯ ） （’）
定理" 设 #：""& ""，连续可微，若存在非异矩阵 *（ !），!" "" 使有：$ ) , *（ !）#.（ !）$’

!（$!$）+ !，$*（!）$’"（$!$）且(
%-

%

! *!（ 0）
"（ 0） . 0 # % -，其中"（ 0），!（ 0）为［%，/ -）上实连续函

数，则方程 #（!）& %存在唯一的解，且存在［%，!］上的一个划分：% & 0% + 0! + 0" +⋯ + 01 & !和整数 2!，2"，

⋯，21 , !，使得由式（#）式（’）所定义的迭代序列｛$3，/｝保留在 "" 内，且 637
/&-

!1，/ & !（!）（ !（!）就是 #（ !）& %

的解）-
证明：由引理 !知，) ,（) , *（!）#+（!））& *（!）#+（!）可逆，而 *（!）可逆，所以 #+（!）可逆 , %（!，-）&

#（!）/（! , -）#（!%），!!% & #+（!）可逆，连续 -由引理 "，# 是""&"" 的同胚 -因此方程 #（!）& %存在唯一
的解 -方程 %（!，0）& %，即 #（!）&（ 0 , !）#（!%），! & # , !（（ 0 , !）#（!%））是 %（!，0）& %的连续解 -由引理 #
可得定理 !成立 - 证毕 -
以下讨论差分方程（"）解存在唯一性及求解的数值延拓计算方法 -
定理 ! 如果在第一边值问题（!）中，满足：

" % "&" ’$（(，$，+） *"!（$，+）4 %
" 5 &’+（(，$，+） ’""（$，+{ ）

其中"!（$，+）分别关于 $，+ 单调不增，""（$，+）分别关于 $，+ 单调不减，"!（ 6，6），""（ 6，6 [）为 %，/ -）上
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的连续函数，!!（ !，!）"!#（ !，!），并且!
"$

%
（!!（ !，!）#!#（ !，!））& ! $ " $，则差分方程（#）存在唯一的解，且

存在［%，!］上的一个划分：% $ %% & %! & %# & ⋯ & %’ $ !和整数 (!，(#，⋯，(’#!，使得由式（’）和式（(）所
定义的迭代序列｛!)，*｝保留在 "+ 内，且 )*+

*"$
!’，* $ !（!）（!（!）就是 #（!）$ %的解）,

证明：

#$（!）$ %!（!）" %#（!）" %’（!） %!（!）$ #
+

* $ #
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*
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%#（!）$ &*-.［-!（!），-!（#），⋯，-!（+ # !），-!（+）］
令： ’（!）$ %#（!）#! $ &*-.［-!（!）#!，-!（#）#!，⋯，-!（+）#!］

$’（!）$!%
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由已知条件可得

$’（!）$!%
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$ !（$!$!）
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从已知条件得$%!$!%（! / #）!#（（$!$! 1 24 1 25 ）/（#0），（$!$! 1 24 1 25 ）/（#0））
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由已知条件得$%#$!%（! / #）!#（（$2$! 1 24 1 25 ）/（#0），（$2$! 1 24 1 25 ）/（#0））,从而
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由定理 !，可得定理 #的结论正确 ,证毕 ,

! 应 用 算 例
用本文方法判别以下非线性常微分方程第一边值问题（4）的差分方程的解存在且具有唯一性，计算其

数值解并画出近似的积分曲线图形 ,
&# 2
&3# $ 453

3# " %6%%! " 4%642 " -789-/2 " )/ ! " 5
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&( )3

2（# !）$ #，2（!）$
{

#
（4）

将区间［ 2 !，!］分为 #%!等份，步长为 0 3 #
#%!，

!
0 3 !%%64 ,令：

1（3，2，6）$ 453

3# " %6%%! " 4%642 " -789-/2 " )/（! " 56）
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由定理 !知，式（"）的差分方程存在唯一的解，使用式（)）和式（*）迭代算法，得边值问题（"）的近似积分
曲线，如图 %所示 -

图 ! 近似积分曲线
"#$%! &’’()*#+,-. #/-.$(,0 12(3.
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