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摘要：用剑桥模型和关口太田模型对偏载作用下的地基变形进行了有限元数值模拟，并结合真三轴

试验成果比较分析了这 !种模型柔度矩阵的特点 -结果表明，这 !种模型均不能合理地反映复杂应
力状态下的土体应力各向异性 -建议通过复杂应力条件下不同应力路径的真三轴试验，建立合理的
各向异性屈服准则，进而建立各向异性非线性弹塑性模型 -
关键词：弹塑性模型；剑桥模型；关口太田模型；应力各向异性
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天然土层在承受附加荷载前一般都处于不等向固结的初始 !" 状态 "在某些工程中，天然土层在承受附

加荷载前会处于初始三向应力状态 "剑桥模型［*］和关口太田模型［!］均不能合理地描述三维复杂应力状态下
的应力各向异性规律 "本文通过有限元数值模拟和真三轴试验结果，比较了这 !种弹塑性模型 (种典型应力
状态下柔度矩阵的特点，并对如何建立各向异性非线性弹塑性模型提出了建议 "

! 剑桥模型的改进
剑桥模型建立在等向固结试验基础上，初始 !"正常固结黏土被理想化为等向应变硬化的弹塑性材料，

弹性区偏大，不能合理反映各向异性，偏应力减小的应力路径的计算结果偏小 "关口太田模型和剑桥模型相
比，通过引入新的应力比参数!!，将 #$% 平面上原来沿 # 轴等向硬化的屈服轨迹转化为沿 !" 轴不等向硬化

的屈服轨迹，调整了弹性区范围，从而可以从一定程度上反映土体非等向固结及应力轴旋转特性 "
关口太田模型的屈服方程为
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式中："———压缩指数；#———回弹指数；)———临界状态应力比；("———初始孔隙比；#———平均应力；#"———
初始平均应力；!!———应力比；$+

3———塑性体积应变；!,-———归一化的偏应力张量；!,-"———固结完成时的

归一化的偏应力张量；!,-———偏应力张量；!,-"———固结完成时的偏应力张量 "
等向固结时，关口太田模型退化为剑桥模型，其屈服方程为
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式（#）和式（*）相比，最大的不同之处是应力比定义，（#）式应力比的定义考虑了等向固结的初始状态 "因
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图 ! 计算简图
"#$%! &’()*+ ,- *./*0/.)#,1

此，关口太田模型不仅能模拟各向异性的初始 !!应力状态，在

等向固结的初始应力状态下，还可以退化成剑桥模型的形式 "关
口太田模型通过调整硬化轴和屈服轨迹形态，减少了弹性区范

围，从而可基本上克服剑桥模型计算变形偏小的缺点 "

2 2种弹塑性模型的比较
为说明这 "种弹塑性模型的特点，分别用 "种模型对受偏

载作用的均匀地基进行有限元分析 "该地基长 "! #、高 $% #，底
部在 # 和 $ 方向约束，两侧只在 # 方向约束，偏荷载分布在 "&%
#范围内，分 "次施加，%$ ’ %! ()*，%" ’ $!! ()*，如图 $所示 "计算参数如表 $所列 ""种模型计算得到的分级
荷载下的最大沉降如表 "所示 "

表 ! 计算参数
3.4/( ! 5./*0/.)#,1 6.7.8()(79

!&（(+·#, -） " &（’） ( & ()* # ) & )* *! $ %

$&. ""&! //&! !&- $"% "&/% !&- !&!0%

注：!为土体密度；"为摩擦角；(为黏聚力；#为泊松比；)为剪切模量 "

表 2 最大沉降计算结果
3.4/( 2 5./*0/.)(: 7(90/)9 ,- 8.;#808 9())/(8(1)

计算模型
第 $级偏载作用下
最大沉降 & 1#

第 "级偏载作用下
最大沉降 & 1#

剑桥模型 "2 .!
关口太田模型 3! $$!

从图 "、图 -可知，"种模型计算得到的沉降等值线形态基本一致 "在第 $级偏载作用下，剑桥模型算得
的最大沉降较小，关口太田模型算得的最大沉降较大 "其原因是，剑桥模型采用了过大的弹性区范围，而关口
太田模型调整了屈服轨迹，减少了弹性区范围 "在第 "级偏载作用下，随着塑性区的开展，"种模型算得的最
大沉降都显著增大，最大沉降差异减小 "这说明通过引入新的应力比来改变屈服轨迹形式、调整弹性区范围
的关口太田修正方法是有效的 "

图 2 剑桥模型沉降计算结果（单位为 *8）
"#$%2 5./*0/.)(: 7(90/) ,- 9())/(8(1) <#)+ 5.8=5/.> 8,:(/

图 ? 关口太田模型沉降计算结果（单位为 *8）
"#$%? 5./*0/.)(: 7(90/) ,- 9())/(8(1) <#)+ @+).=&(’#$0*+# 8,:(/
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从典型单元的弹塑性柔度矩阵可以直观地了解到 !种模型上述计算结果存在差异的原因 !在第 "级偏
荷载作用下，单元应力分量为
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由剑桥模型得到的弹塑性柔度矩阵为
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由关口太田模型得到的弹塑性柔度矩阵为
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其中 （’*+,34）() *（’*+,-./）() （2）
即关口太田模型柔度矩阵的元素一般比剑桥模型柔度矩阵的元素大 !这是关口太田模型能够得到较大计算
变形的根本原因 !

! 柔度矩阵的分析比较
关口太田模型在剑桥模型的基础上，通过引入新的应力比参数来改变 +,- 平面上的屈服轨迹形态、调整

塑性区范围，从而可以基本上反映初始 .’固结的影响，改善计算结果 !但这 !种模型都建立在室内常规三轴
试验的基础上，它们不能反映三维应力状态下应力变形规律：主对角线元素一般占优；侧向变形元素多数为

负（即膨胀）；( 方向作用应力增量时，)，/ !个方向所产生的侧向应变一般不等；互为侧向的任意 !个方向
(，)，若!( 5!)，则侧向变形 &)( 6 &()（代数值）；主对角线元素大小不一，应力大的方向应变大；等等 !合理的各
向异性弹塑性模型，模拟结果应具有这几条规律［(!0］!
典型三向应力状态下 !种模型所形成的柔度矩阵如表 (所列 !

表 ! 不同应力状态下 "种模型的柔度矩阵
#$%&’ ! ($)*+,’- ./ /&’,+%+&+)0 ./ )1. 2.3’&- $) 3+//’*’4) -)*’-- -)$)’-

应力状态

!" 0 78. !! 0 78. !( 0 78.
修正剑桥模型的柔度矩阵 关口太田模型的柔度矩阵

"!’ "!’ "’’
’%’’’"" ’%’’’’) ’%’’’’"
’%’’’’) ’%’’’"" ’%’’’’"[ ]
’%’’’’" ’%’’’’" ’%’’’’0

’%’’’’" , ’%’’’"! , ’%’’’""
, ’%’’’"! ’%’’’!$ ’%’’’"1[ ]
, ’%’’’"" ’%’’’"1 ’%’’’!"

(’’ !’’ "’’
’%’’’(! ’%’’’’0 , ’%’’’"2
’%’’’’0 ’%’’’’$ , ’%’’’’0[ ]

, ’%’’’"2 , ’%’’’’0 ’%’’’"$

’%’’’’& , ’%’’’’1 , ’%’’’’)
, ’%’’’’1 ’%’’’!’ ’%’’’"’[ ]
, ’%’’’’) ’%’’’"’ ’%’’’"!

(’’ "’’ "’’
’%’’"$0 , ’%’’’)) , ’%’’’))

, ’%’’’)) ’%’’’(! ’%’’’!&[ ]
, ’%’’’)) ’%’’’!& ’%’’’(!

’%’’’’& , ’%’’’’1 , ’%’’’’1
, ’%’’’’1 ’%’’’"1 ’%’’’"([ ]
, ’%’’’’1 ’%’’’"( ’%’’’"1

在第 "种应力状态下，!" 9 "!’ 78.，!! 9 "!’ 78.，!( 9 "’’ 78.，(个主应力相近 !修正剑桥模型对应侧向应
变全为正，即压缩，相当于泊松比都为负值，这是不合理的；关口太田模型在形态上比修正剑桥模型有所改

善，但在施加!!和!(时，!"方向为膨胀，不符合!"方向应为压缩的实际变形规律 !
在第 !种应力状态下，!" 9 (’’ 78.，!! 9!( 9 "’’ 78.，这是典型的三向应力状态 !修正剑桥模型，!" 方向

加荷时，!!方向压缩，!(方向膨胀；!!方向加荷时，!"方向压缩，!(方向膨胀，这能够从一定程度上反映各向

异性变形规律；但!(方向加荷时，!"方向膨胀，这与文献［0］!"方向应为压缩的结论相反 !关口太田模型，!!

方向加荷时，!(方向压缩，!"方向膨胀，这是不合理的，据真三轴试验结果分析，应是!(方向膨胀，!"方向压

缩；!(方向加荷时也存在和!!方向加荷同样的问题；!"方向加荷时，侧向膨胀，这符合试验规律 !
在第 (种应力状态下，!" 9 (’’ 78.，!! 9 !’’ 78.，!( 9 "’’ 78.，!种模型在大主应力方向的柔度矩阵元素

都比较合理，但!!和!(方向加荷时，!"方向膨胀，而文献［0］的结果是!"方向压缩 !
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此外，!种应力状态下某些柔度矩阵元素的数值大小也与真三轴试验结果存在较大差异 !分析表 ! 可
知，"种模型均不能合理地描述各向异性变形规律 !要从根本上解决各向异性问题，还需对屈服准则和流动
法则进行全面修正 !

! 建 模 方 法
综上所述，要建立能很好地反映土体各向异性应力变形特征的弹塑性模型，必须通过复杂应力状态下不

同应力路径真三轴试验建立三维化的各向异性屈服准则，并对弹塑性柔度矩阵进行合理修正 !
! !" 试验验证
文献［!，#］所介绍的真三轴试验都是简单的单向加荷试验，应力路径和加荷方式有其局限性，试验成果

只能反映土体在复杂应力状态下的部分各向异性变化规律 !要建立土体各向异性弹塑性模型，必须进行大量
的复杂应力状态下的不同球应力、不同洛德角的应力路径加卸载试验 !
! !# 各向异性屈服准则的三维化
传统弹塑性理论不能应用于土体材料的主要原因是：相关联流动法则不能反映土体各向异性，德鲁克公

设不适用于土体这种非稳定性材料；塑性应变增量方向取决于应力状态的唯一性假设；主应力轴旋转会产生

塑性变形；复杂应力状态下具有各向异性变形特征的土体柔度矩阵实际上是不对称的，即在弹塑性理论中，

只有采用不相关联的流动法则才能描述土体的非线性各向异性特征 !但无论采用何种流动法则，形成的塑性
柔度矩阵主对角元素都不能保证占优 !尽管真三轴试验结果表明，在某些应力状态下，这种主元不占优也是
可能的，但并不是普遍情况 !因此，需要建立三维应力应变空间的合理屈服准则和流动法则 !

$%&屈服准则、’()*屈服准则等是三维应力状态的屈服准则，能够较好地描述各向异性特征 +它们与各
向同性屈服准则的区别主要表现在!平面上的屈服轨迹形式上，即用曲边三角形代替各向同性的 %,-*-圆
形屈服轨迹 +类似的屈服准则已得到推广和应用 +如孙德安等［."/］将建立在普通三轴试验基础上的各向同性
弹塑性模型合理地推广到三维应力空间 +其他三维化方法还有形状函数方法和广义塑性力学方法等［0］+但这
些方法偏重于数学证明和推导，验证试验多是参考性质的，缺少试验依据和实际工程的检验 +因此，要使这些
方法更符合实际，一方面要加强和补充各向异性屈服准则的室内普通三轴试验、真三轴试验和平面应变的验

证试验，另一方面要与常规各向同性弹塑性模型数值分析效果进行比较，以检验其可靠性 +
! +$ 弹塑性柔度矩阵的修正
由于弹塑性柔度矩阵是在弹性柔度矩阵的基础上求出的，其性质很大程度上取决于弹性常数 +如果弹性

应变在总应变中所占比例过小，受塑性柔度矩阵的影响，总应力计算误差可能会增大 +通过以下方法可改变
弹塑性柔度矩阵的性质 +一是人为降低弹性模量，使弹性应变在总应变中占有相当大的比例，以保证矩阵的
合理性；二是采用变弹性 弹塑性混合模型以增加塑性应变比例；三是采用多重屈服面模型，屈服面重数越

多，应变增量的方向越依赖于应力增量方向 +因此，应建立一种非线性弹性 弹塑性混合模型［1］，同时，为反映
真三轴试验所揭示的各向异性，可依据各向异性原理对非线性弹性部分进行修正 +

% 结 论

以复杂应力状态下真三轴试验结果为依据，建立各向异性屈服准则，在三维化的修正剑桥模型的基础

上，用非线性各向异性弹性部分代替弹塑性模型的线弹性部分，用采用各向异性屈服准则的三维化修正关口

太田模型描述塑性部分，是合理反映各向异性并从根本上改善柔度矩阵形态的有效方法 +
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