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摘要：针对向量分整时间序列，首先给出几个性质，并利用这几个性质给出向量分整时间序列的线

性协整关系存在的条件；然后把整数阶广义协整的概念推广到分数阶情形，并利用广义分整协整得

到向量分整时间序列的非线性协整关系存在的一个充分条件，且给出具体的非线性函数形式；最后

结合 + , -分析，给出一个判断非线性协整关系的实用算法 *
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利用时间序列研究经济系统是自然和社会科学一个非常重要的课题 *以往人们通常假设经济系统是平
稳的，并提出了许多经济模型 *但理论和实证分析证明，许多的经济系统都是非平稳的复杂系统 *因此，寻求
经济时间序列之间的长期均衡关系就显得越来越重要了 * 23456 等［$］于 $)%’年提出了寻求系统内部存在的
长期线性均衡关系的线性协整的定义 *但 23456等［$］的协整概念是在向量序列的单整阶数全部相等的基础
上提出的，因此具有很大的局限性 *程细玉等［!］针对整数阶的局限性问题，提出了分整时间序列的概念 *为了
改变线性协整的局限性，程细玉等［!!&］给出了非线性协整的定义 *在现实经济系统中，许多经济变量具有长记
忆的特点，具体表现在分数阶的特性上［1!#］*因此，向量分整时间序列的线性和非线性协整关系成为近年来时
间序列和计量经济研究的一个热点问题 *在向量分整时间序列的协整关系研究中，一个重要的问题就是线性
或非线性协整关系存在性的判断，以及线性和非线性函数具体表示形式的寻找 *
本文针对向量分整时间序列，首先给出几个有用性质，并利用这几个性质给出向量分整时间序列的线性

协整关系存在的必要条件，然后把文献［(］的整数阶广义协整的概念推广到分数阶情形，并利用广义分整协
整得到向量分整时间序列的非线性协整关系存在的一个充分条件，且给出具体的非线性函数形式，最后针对

长记忆向量时间序列，结合 + , -分析，给出一个判断非线性协整关系的实用算法 *

! 向量分整时间序列的线性协整关系
首先给出以下几个基本概念 *
定义 !［’］ 若随机序列｛!"｝（7）满足差分方程!#!" 8 $"，其中 $" 为平稳过程且其谱密度 %（!）满足 " 9

%（!）9 :， # 9 "/#，（;）不存在 #& 9 #，#&""，使!#&!" 为平稳过程，则称｛!"｝为分数阶单整平稳序列或分
整序列，记为 !" < ’(（#）)
定义 "［’］ 若 * 维向量时间序列｛+"｝，其中 !" 8（ !$ "，!! "，⋯，!*"）

=，满足（7）!," < ’(（ #,）， #, 9 "/#，,
8 $，!，⋯，*，（;）存在非零的 * 维函数 %（ !$，!!，⋯，!*），使 %（ !$ "，!! "，⋯，!*"）< (（"），则称向量时间序列
｛!"｝存在协整关系 )当 %（!$，!!，⋯，!*）为线性函数时，则称｛!"｝存在线性协整关系；当 %（!$，!!，⋯，!*）为非
线性函数时，则称｛!"｝存在非线性协整关系 )
下面给出几个引理，也可以说是关于向量分整时间序列的几个性质 )
引理 ! 若 !," < ’(（#），", 为任意实数，, 8 $，!，⋯，*，且 # 9 "/#，则有

（$ - .）##
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引理 ! 若 !"# " $%（&），" # $，!，⋯，’，且 & % &’(，则对任意的实数!"!&，" # $，!，⋯，’，有"
’

" ( $
!"!"# )

%（&）或 $%（&*），其中 &*#& +

证明 （)）当 & # &时，有 !"# " $%（&）# %（&），根据引理 $立即可得"
’

" ( $
!"!"# ) %（&）+（*）当 &!&时，若 !#

(（!$ #，!! #，⋯，!’#）
+存在线性协整关系，则存在!"! &，使"

’

" ( $
!"!"# ) %（&）；若 !# (（!$ #，!! #，⋯，!’#）

+不存在

线性协整关系，则对任意的实数!"! &，" ( $，!，⋯，’，（$ , -）&"
’

" ( $
!"!"# ("

’

" ( $
!"（$ , -）&!"# ) %（&）+此时若

存在 &$ # & 使得（$ , -）&"
’

" ( $
!"!"# ) %（&），则可取 &* ( ,-.｛&$｝，由定义 $可得"

’

" ( $
!"!"# ) $%（&*）+

所以，综合（)）和（*），即可得证本引理 +
注 ! 此引理推广了文献［/］的引理 0 +
引理 " 对于标量时间序列｛!｝，若 ! " %（&），且 &%&，则（$ 1 -）&! " %（&），其中 - 为滞后算子 +
证明 当 & # &时，（$ 1 -）&! # ! " %（&）+当 &!&时，由条件 ! " %（&），不妨设 .［ !］#"，234（ !#，!# 5 /）

##/，其中#/ 与时间 # 无关，立即可得对于任意的 0&｛&，$，!，⋯｝，有 .［-0!］#"+ 令 1 (（$ , -）&! (

"
6

0 ( &
$0-0!，$0 ( ’

$# /# 0

/ , $ , &
/ ，0 ( $，!，⋯，且规定$& ( $，则：一方面，有 .［1］ ( . "

6

0 ( &
$0-0[ ]! (

"
6

0 ( &
$0.［-0!］(""

6

0 ( &
$0，由于其中的级数"

6

0 ( $
0 , &,$ 在 & 2 & 时收敛，故 .［1］为有限常数；另一方面，有

234（1#，1#3 /）( "
6

" ( &
"
6

0 ( &
$"$0234（-"!#3 /，-0!#）( "

" , 0 ( /
$"$0#/ (#*/，显然#*/与 "，0 无关 +所以有（$ 1 -）&! "

%（&）+故本引理得证 +
利用上述性质可得到以下关于向量分整时间序列的线性协整关系存在的必要条件 +在给出必要条件之

前先给出以下重要结论 +
定理 ! 若 !# #（!$ #，!! #，⋯，!’#）

+，!"# " $%（&"），" # $，!，⋯，’，满足 &$&!⋯&’!&，且 &" 两两不等，则对

任意的实数!"!&，" # $，!，⋯，’，有"
’

" ( $
!"!"# ) $%（ ,)7

$# "#’
｛&"｝）+

注 # 此定理的结论和证明方法类似于文献［/］的定理 !，故这里证明从略 +
根据定理 $立即可得下面的重要结论：
推论 ! 对于向量时间序列｛!#｝，!# #（!$ #，!! #，⋯，!’#）

+，!"# " $%（&"），" # $，!，⋯，’，满足 &$ &!⋯ &’!
&，若 &"（ " # $，!，⋯，’）两两不等，则 !# 不存在线性协整关系 +
根据推论 $，立即可得下面关于向量分整时间序列的线性协整关系存在的必要条件 +
定理 # 设 ’ 维向量分整时间序列为｛!#｝，!# #（ !$ #，!! #，⋯，!’#）

+，!"# " $%（&"），" # $，!，⋯，’，｛!#｝存

在线性协整关系的必要条件为：至少存在 !个整数 " 和 0，使得 &" # &0 +

# 向量分整时间序列的非线性协整关系
张喜彬等［8］针对整数阶时间序列给出了广义协整的概念 +本文首先将广义协整的概念推广到广义分整

协整，然后在此基础上给出非线性协整关系存在的充分条件，并给出非线性协整函数的表达式，最后给出得

到此表达式的一个算法 +
设 ’ 维向量时间序列｛!#｝，!# #（!$ #，!! #，⋯，!’#）

+，其分量序列 !"# " $%（&"）， &" % &’(，" # $，!，⋯，’ +
令 && # ,-.

$# "#’
｛&"｝，定义差分变换矩阵

"（-）(

（$ , -）&$, &&

（$ , -）&!, &&
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引理 ! 若对｛!!｝进行式（"）的差分变换，得到的向量序列 "! # #（"）!!，记为 "! #（ #" !，#$ !，⋯，#$!）
%，

则 #%! & &’（(’），对任意的 %!｛"，$，⋯，$｝，其中 (’ # ()*
"" %"$
｛(%｝)

证明 通过差分变换得

"! *（#" !，#$ !，⋯，#$!）
% * #（"）!! * （" + "）("+ (’ （" + "）($+ (’ ⋯ （" + "）($+ ([ ]’ %

从而，对任意的 %!｛"，$，⋯，$｝，有
（" + "）(’ #%! *（" + "）(’（" + "）(% + (’ ,%! *（" + "）(%,%! - ’（’）

另外，假设存在 (# + (’，使得（" , "）(
#
#%! & ’（’）)由于

（" + "）(
#
#%! *（" + "）(

#
（" + "）(% + (’ ,%! *（" + "）(% +（(’+ (#）,%!

所以（" , "）(% ,（(’ , (#）,%! & ’（’），其中 (% ,（(’ , (#）- ’，与 ,%! & &’（(%）矛盾 )所以 #%! & &’（ (’），对任意的 %
!｛"，$，⋯，$｝)故本引理得证 )
在上述引理的基础上，可以给出下面广义分整协整的定义 )
定义 ! 设 $ 维向量时间序列为｛!!｝，!! #（ ," !，,$ !，⋯，,$!）

%，其中 ,%! & &’（ (%）， (% + ’./，% # "，$，
⋯，$ )令 (’ # ()*

"" %"$
｛(%｝)若存在 $ 维向量!和$ 阶差分矩阵#（"），使得!%#（"）!! & ’（’），则称向量｛!!｝

存在广义分整协整关系，其中（!%#（"））%称为广义分整协整向量，记为!（"），即!（"）#（!%#（"））% )
注 ! （0）这里的广义分整协整关系，准确地说应是一种广义分整线性关系 )（1）对于上面的差分矩阵，

当 (" # ($ #⋯ # ($ 时，#（"）# $$（$ 维单位阵），此时 "! # !!，相当于没有对向量时间序列｛!!｝进行差分

变换 )此时的广义分整协整关系就表现为文献［2］关于分数阶时间序列的线性协整关系 )所以，广义分整协整
关系是文献［2］给出的分整线性协整关系的推广 )（3）广义分整协整向量!（"）的每一列都是关于滞后算子
" 的多项式 )
由于上述定义中的向量!可能有多个，从而广义协整关系可能有多个 )同样，可定义广义分整协整的秩

为满足上述定义的线性无关的向量!的个数 )
基于广义分整协整的定义，下面讨论向量分整序列的非线性协整关系 )
定理 ! 设向量分整序列｛!!｝#｛（," !，,$ !，⋯，,$!）

%｝，,%! & &’（(%）， (% + ’./，% # "，$，⋯，$，若｛!!｝存

在广义分整协整关系，则其必存在非线性协整关系，且｛!!｝的非线性协整函数为 .（ ,"，,$，⋯，,$）#

!（"）%（,"，,$，⋯，,$）%，其中!（"）为｛/!｝的广义分整协整向量 )
证明 若｛!!｝存在广义分整协整关系，记 (’ # ()*

"" %"$
｛(%｝，则对｛!!｝进行差分变换 "! # #（"）!!，根据引

理 !，必有 #%! & &’（(’），对任意的 %!｛"，$，⋯，$｝，且存在 $ 维广义分整协整向量!（"），使得!（"）%!! &
’（’），其中!（"）#（!%#（"））% )此处向量!为$ 维向量，#（"）为 $ 阶差分矩阵 )即存在非线性函数

.（,"，,$，⋯，,$）* !（"）%（,"，,$，⋯，,$）%

使得 .（," !，,$ !，⋯，,$!）#!（"）%!! & ’（’）)故本定理得证 )
注 " （0）当对序列｛"!｝通过最小二乘法估计残差序列得到广义分整协整关系的向量参数!时，本定理

就是文献［2］的定理 $和定理 /，即文献［2］的定理 $和定理 /为此定理的一个特例 )（1）事实上，非线性函数

的具体形式为 .（," !，,$ !，⋯，,$!）*!（"）%!! *$
$

% * "
$
4

0 * ’
!%"0 "0,%!，其中"0 * %

"" 1" 0

1 + " + (% 2 (’
1 ，0 * "，$，⋯，

且规定"’ * " )
利用上面的定理，针对具有长记忆性质的向量分整时间序列，给出如下一种寻求 $ 维向量分整时间序

列｛!!｝的非线性协整关系的算法 )
#$ 利用 5 6 7分析法求出｛!!｝的每个分量序列｛,%!｝的 89:;<指数 3［/，=］，根据分维数与 3 的关系 ( # 3 ,

’./求出 (%，% # "，$，⋯，$，并计算出 (’ # ()*
"" %"$
｛(%｝)

%$ 计算差分变换矩阵 #（"），并利用 #（"）对｛!!｝进行差分变换得到向量序列｛"!｝，对｛"!｝利用 >?7

进行线性回归得 #$! * 4 2$
$+"

% * "

5##%! ) 若残差 6! & ’（’），则｛!!｝的广义分整协整关系的向量参数! #（ , 5#"，

, 5#$，⋯，, 5#$ , "，"）% )
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!" 得到｛!!｝的非线性协整函数关系为 "（#! !，#" !，⋯，#$!）% !（&）#!! % !
$

’ % !
!
$

( % %
!’"(&(#’!，其中"( %

"
!# )# (

) * ! * +’ , +%
) ，( % !，"，⋯，且规定"% % ! -

# 结 束 语
本文给出了向量分整时间序列的线性协整关系存在的必要条件和非线性协整关系存在的一个充分条

件，并结合 &’()*指数给出了具体的算法，因此本文结果具有一定的理论和应用价值 +
关于向量分整时间序列的协整关系研究，特别是非线性协整关系的研究，还有待进一步加强 +非线性协

整关系研究的关键在于找出具体的非线性协整函数 +虽然已有部分研究可以利用神经网络来判断和给出协
整函数［,］，但利用神经网络训练给出的函数往往特别复杂且不易精确表示，因此非线性协整函数的具体表示

形式是一个值得探讨的问题 +另外，非线性协整关系的误差矫正模型和统计检验也有待进一步研究 +
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