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直交非线性互补问题的区间算法
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摘要：讨论了一般的直交非线性互补问题（)*+,）：!（"）!!，#（"）!!，!-（ "）#（ "）" ! (构造了一种
改进的 ./012345区间算子，给出了求解 )*+,问题的区间算法 (该算法可检验任一区间中是否存在
)*+,问题的解 (若存在 )*+,问题的解，用该算法可以求出 )*+,问题在该区间中的所有解，并可
得到包含 )*+,问题解的区间宽度足够小的子区间 (
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设 #：#!"#! 是一个连续函数，非线性互补问题（*+,）是求一个向量 "##!，使得

" ! !，#（"）! !，"-#（"）" " （$）
*+,问题（$）是许多工程和经济学中的一种重要的数学模型 #此外，在最优化理论中，对于最优点的一个

必要条件亦可以转化为 *+,问题［$］#文献［! : ;］等讨论了 *+,问题的算法，本文则考虑更一般的直交非线
性互补问题（)*+,）：!，#：#!"#! 是 !个连续函数，求一个向量 "##!，使得

!（"）! " #（"）! " !-（"）#（"）" " （!）
显然，当 !（"）< "，#（"）< $" = %，$##! > !，%##! 时，该问题为线性互补问题（?+,），而当 !（ "）< " 时，
该问题为 *+,问题（$），故 ?+,问题和 *+,问题均是 )*+,问题（!）的特殊情形 #与 ?+,问题和 *+,问题相
比，)*+,问题（!）的处理要困难得多 #例如，文献［%］中参数 $% 的求解是一个线性规划问题，而 )*+,问题中
出现了!%，"% 等参数，它们的求解是一个非线性规划问题，因此求解就更加困难 #为方便求解，本文对参数

!%，"% 进行了改进，从而得到了 )*+,问题（!）的一种更可行的区间算法 #文中 & <｛"##! &$ "$%&｝表示

一个多维区间，’（&）表示 & 的中点 #

$ 直交非线性互补问题的区间算法

)*+,问题（!）可以等价地转化为非线性方程
(（"）" @AB（ !（"），#（"））" ! （9）

其中 @AB按分量考虑 #对于函数 (，即使 !，# 为连续可微函数，它在任一区间上也不可微 #对于非可微的系统
（9），本文给出一个可计算的区间算子 #使用这个区间算子，则可以检验并确定 )*+,问题（!）在任一区间上
的解是否存在 #若存在，则可由一个区间迭代求出 )*+,问题在该区间中的所有解，并可得到包含问题（!）精
确解区间宽度足够小的子区间 #为此，构造 ( 在广义意义下的区间斜率"(，记为"(（ "，&）#这样，改进的
./012345区间算子［8］为

)（"，*，&）+ " , *,$(（"）-（ . , *,$"(（"，&））（& , "） （#）
其中 * 是一个适当的 ! > ! 非奇异矩阵，并有如下引理 #
引理 $［8］ 设 )（"，*，&）由式（#）定义，则有：（0）如果 "&#&是式（9）的解，则 "&#)（"，*，&）；（C）如果

)（"，*，&）’& <(，则在 &中没有式（9）的解；（2）若存在 "#&和非奇异矩阵 *，使得 )（"，*，&）)&，则在
& 中必有式（9）的解 #
为了得到 ./012345区间算子，先定义 ( 的斜率"(（"，/），即对于固定的 "#&，
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!（"）# !（$）!!!（"，$）（" # $） （!）
在此设 %，& 连续可微，因此!%（ "，$），!&（ "，$）存在且意义如式（!）所示 "记 # "

$ #｛"!’ %$（ "）$ &$（ "）｝，

# %
$ #｛"!’ %$（"）& &$（"）｝，#’

$ #｛"!’ %$（"）# &$（"）｝，""，$!’，定义

!’$（"，$）!

!&$（"，$），" ! #(
$ # #’

$，$ ! #(
$ # #’

$；

!%$（"，$），" ! #)
$ # #’

$，$ ! #)
$ # #’

$；

（!$（!%$ )!&$）(!&$）（"，$），" ! #(
$，$ ! #)

$；

（"$（!%$ )!&$）(!&$）（"，$），" ! #)
$，$ ! #(

$










"

（(）

其中!$ #
（ %（$）% &（$））$

（&（"）% %（"）" %（$）% &（$））$
，"$ #

（&（"）% %（"））$
（&（"）% %（"）" %（$）% &（$））$

"

引理 ! 设!!（"，$）的第 $ 行由式（(）确定，则""，$!’，有 !（"）% !（$）#!!（"，$）（" % $）"
这样，! 的斜率!!（"，$）由式（(）确定 "另外，由!$，"$ 的定义易得!$!（’，)），"$!（’，)）" 下面定义 !

的区间斜率算子!!（"，’）"设对于固定的 "!’ 和所有 $!’，%，& 均存在相应的区间斜率算子!%（"，’），

!&（"，’）"
对于固定的 "!’ 及 $ # )，*，⋯，*，考虑非线性规划问题

+,-（%$（$）) &$（$））

. / 0 / $ !
{ ’

（1）

和
+23（%$（$）) &$（$））

. / 0 / $ !
{ ’

（4）

设 $$，)和 $$，*分别是式（1）和式（4）的解，令

!$ !
（ %（$$，*）) &（$$，*））$

（&（"）# %（"）( %（$$，*）) &（$$，*））$ "$ !
（&（"）# %（"））$

（&（"）# %（"）( %（$$，)）) &（$$，)））$
上式如分母为零，则令!$ # )，"$ # ’ "现在定义区间算子，$ # )，*，⋯，*：

!’$（"，’）!

!&$（"，’） （$$，*! #(
$ # #’

$）

!%$（"，’） （$$，)! #)
$ # #’

$）

［’，!$］（!%$（"，’）)!&$（"，’））(!&$（"，’）（" ! #(
$ # #’

$，$$，*! #)
$）

［"$，)］（!%$（"，’）)!&$（"，’））(!&$（"，’）（" ! #)
$，$$，)! #(

$










）

（5）

下面先证明式（5）所定义的区间算子是 ! 的区间斜率算子!!（"，’），然后再提出改进的方法 "
定理 对于给定的 "!’ 及 $ # )，*，⋯，*，设!!（"，’）的第 $ 行由式（5）确定，则有

!（"）# !（$）!!!（"，’）（" # $） （"$ ! ’）
证明 对于 "!’ 及 $ # )，*，⋯，*，若 "!# "

$ ##’
$，$$，*!# %

$ ，分 *种情形讨论：

"# 若 $!# "
$ ##’

$，则显然成立 "
$# 若 $!# %

$ ，由引理 *得

’$（"）) ’$（$）! &$（"）) %$（$） (!
（ %（$）# &（$））$

（&（"）# %（"）( %（$）# &（$））$
（!%$（"，$）)

!&$（"，$））(!&$（"，$ )）（" # $）

由于 $$，*是式（4）的最优解，所以

% +
（ %（$）# &（$））$

（&（"）# %（"）( %（$）# &（$））$ $
（ %（$$，*）) &（$$，*））$

（&（"）# %（"）( %（$$，*）) &（$$，*））$
!!$

’$（"）) ’$（$）!（［’，!$］（!%$（"，’）)!&$（"，’））(!&$（"，’））（" # $）!!’$（"，’）（" # $）
其他情形可用类似方法验证 "要确定出参数!$，"$，必须求解非线性规划问题（1）和（4），而非线性规划问

题的求解是很困难的 "为避免求解非线性规划问题（1）和（4），也可考虑如下区间算子：
)（"，’）!［’，)］（!&（"，’）)!%（"，’））(!%（"，’）

显然有!!（"，’）%)（"，’），因此 !（"）% !（$）!)（"，’）（" % $），""，$!’ "但由此带来了较大的超宽
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度的区间，会影响计算速度 !为了缩小由此产生的超宽度又避免求解非线性规划问题（!）和（"），考虑改进 !
的区间斜率算子 !为此，设 "，# 的区间扩张为 "（$），#（$），记 #（$）# "（$）$［%（$），%（$）］!现定义区间
算子，" $ %，&，⋯，#：

!!$"（&，$）%

!&"（&，$） （%（$）" ’(
" # ’’

"）

!)"（&，$） （%（$）" ’*
" # ’’

"）

［’，$!"］（!)"（&，$）*!&"（&，$））(!&"（&，$）（& " ’(
" # ’’

"，%（$）" ’*
"）

［$""，%］（!)"（&，$）*!&"（&，$））(!&"（&，$）（& " ’*
"，%（$）" ’(

"










）

（%’）

其中$!" $
#（%（$））"

（#（&）# "（&）# %（$））"
，$"" $
（#（&）# "（&））"
（#（&）# "（&）# %（$））"

!

这样，由参数$!"，$"" 的定义易得不等式：’ (!"%$!" ( %，’ ($""%"" ( % !因此，可得包含关系：!!（ &，$）

&!’!（&，$）&’（&，$）!故定理仍成立 !这样，以!’!（&，$）代替!!（&，$）既可避免求解非线性规划问题（!）
和（"）所带来的困难，又可减小因构造区间算子 ’（&，$）增加的过大的超宽度 !另外，在具体求解 )*+,问题
（&）时，可在式（-）中取 & $ (（ $），并且若初始区间 $（’）的中点 (（ $（’））处的广义 ./01 2304 导数
!)（(（$（’）））非奇异，就取 * $ !)（(（$（’））），记!’!（(（$），$）$!!（$），若 !)（(（$（’）））奇异，总可以在
点(（$（’））的某邻域取一点，使得在该点的 ./012304导数非奇异 !这样，5/67289:区间算子为

+（$）% (（$）* *,%!（(（$））-（ . , *,%!!（$））（$ , (（$）） （%%）
作区间迭代 $（ +(%） % $（+）( +（$（ +）） （%&）
由算法（%%）及（%&），当 $（+）足够小时，就会有 +（$（ +））)$（ +）或 $（+）(+（$（ +））$*，故由引理 %可在 $（’）

中检验 )*+,问题（&）的解是否存在 !若存在，则可求出 $（’）中 )*+,问题（&）的所有解，并给出包含问题（&）
精确解的区间宽度足够小的多维子区间 !

! 算 例

例 设

&% $ &,;% # ;,&% ,& < &,& ,; < ,&; # &

&& $ ;,&% < &,;& # ;,& ,; < ,&; # ;

&; $ &,% < ;,% ,& # &,;& < -,&;
{

< =

，

)% $ ,&% < ;,% ,& # &,& ,; # ;

)& $ # &,% ,; < ;,&& # ;,&; < !

); $ ;,% ,& < -,&& < &,& ,; # ,&;
{

< &

，

" $（ &%，&&，&;），# $（)%，)&，);），求一个向量 &"";，使得

"（&）+ # #（&）+ # ">（&）#（&）% ’ （%;）
解 利用区间算子（%%）及区间迭代（%&）进行计算，取初始区间，$（’）$（［ # ;，-］，［ # -，;］，［ # &，?］），当

精度为#$ ’@? A %’# -时，迭代 -&-’次，数据库中尚有单元 B’个，当精度为#$ ’@? A %’# B时，迭代 ?;%!次，数
据库中尚有单元 B;个 !每个单元都含有问题（%;）的一个精确解 !从计算结果可知，$（’）中有问题（%;）的 -个
解 !从 B;个单元中选择包含 -个解的子区间，取每个子区间的中点为问题（%;）的近似解，则：
第 %;个单元，$% $（［’@""&?%&=，’@""&?%;;］，［ # &@’;&="=’，# &@’;&=""’］，［&@%&-&B=’，&@%&-&B=’］），

&,% $ (（$%）$（’@""& ?%; &，# &@’;& ="" ’，&@%&- &B= ’），"（ &,% ）$（ # ’@’’’ ’’% ’，’@’’’ ’’& ’，-@%;! ;"’ ’），

#（&,% ）$（%@’;;B-&’，&@%%&%!-’，# ’@’’’’’’%）；第 &?个单元，$& $（［%@;"&==’’，%@;"&==%’］，［%@-B’"B!’，

%@-B’"B!’］，［%@!’& ;;’ ’，%@!’& ;;’ ’］），&,& $ (（$&）$（%@;"& ==% ’，%@-B’ "B! ’，%@!’& ;;’ ’），"（ &,& ）$
（&@!!=B;?’，-@-%’B?’ ’，’@’’’ ’’’ B），#（ &,& ）$（’@’’’ ’’; &，’@’’’ ’’’ ’，%"@B!; -?’ ’）；第 -" 个单元，$; $
（［ # %@&’=&B!’，# %@&’=&BB’］，［ # &@-’’ %?? ’，# &@-’’ %?? ’］，［;@&!B ?%% ’，;@&!B ?%& ’］），&,; $ (（$;）$
（ # %@&’=&B!’，# &@-’’ %?? ’，;@&!B ?%% ’），"（ &,; ）$（ # ’@’’’ ’’% &，"@’B% ??& ’，’@’’’ ’’’ %），#（ &,; ）$
（&&@"=!""’’，’@’’’’’; !，!@&"B -B& ’）；第 B& 个单元，$- $（［’@=== === =，%@’’’ ’’’ ’］，［ # &@’’’ ’’’ ’，

# &@’’’’’’’］，［&@’’’’’’’，&@’’’’’’’］），&,- $ (（$-）$（%@’’’ ’’’ ’，# &@’’’ ’’’ ’，&@’’’ ’’’ ’），"（ &,- ）$
（&@’’’’’’’，# ’@’’’’’%&，?@’’’’’&’），#（&,- ）$（ # ’@’’’’’’?，;@’’’’’&’，’@’’’’’%’）!
从数值结果可以看出，本文所给出的算法是有效和令人满意的 !
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