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摘要：对三维、非定常、不可压 ,/0123-.45627方程提出了一种新的数值计算方法 +在时间离散上应用
)阶精度混合显!隐相结合的分裂格式，空间离散在 ! 及 " 轴向采用非等间距网格的紧致有限差分
格式与 # 向应用 8593123谱展开相杂交的数值方法逼近 +经平板边界层流的验证表明，该算法具有计
算精度高、稳定性好、收敛速度快等特点 +同时也研究了三维、非定常流体运动下游边界问题，提出
了无反射出流边界条件，以减少在有限计算区域内人工出流边界反射引起的数值误差，保证直接数

值模拟的精度和准确性 +该算法的提出对于求解边界层、射流及混合层等流动中的转捩与演化问题
具有重要的理论意义 +
关键词：,/0123-.45627方程；非等间距网格；紧致有限差分；8593123谱展开
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为了精确地数值模拟流体力学中一些复杂而精细的物理现象，非等间距高精度紧致有限差分格式［%］的

研究和应用日益受到人们的普遍重视 +早期的直接数值模拟一般使用谱方法 +谱方法具有理论上的无穷精
度，非常适合于捕捉小尺度的物理量 +同时由于各种快速正交变换算法的出现和发展成熟，使得谱方法在数
值模拟中发挥了较高的效率 +到目前为止，该方法仍然是湍流与流动转捩等问题的主要研究手段之一 +但谱
方法的适用范围非常有限，仅适用于具有周期性边界的物理流动问题，而且谱方法计算时会产生震荡，造成

混淆误差，直接影响数值计算的稳定性，所以，用谱方法计算时往往必须采取措施抑制混淆误差 +与谱方法相
比，有限差分法具有方法简单、边界条件处理灵活方便等优点 +尤其是近几年流行的紧致有限差分，具有高精
度、低色散性及耗散性能小等特点，在湍流和流动转捩问题的直接数值模拟中应用广泛［!!#］+过去的紧致有限
差分大都基于均匀网格，而对于变间距网格通常采用 </=5>1/?变换将其变成均匀网格，这会造成物理区域中
网格变换剧烈的局部区域的较大误差 +
为有效避免误差，合理反映真实的流体运动，本文将在 ! 和 " 轴向导数项分别构造非等间距网格的紧致

有限差分，对非线性项采用非等间距网格的迎风紧致有限差分逼近 $该格式不但具有稳定性好、混淆误差小
和收敛精度高等优点，而且还可根据具体流体运动的特点，在 ! 和 " 轴向灵活地在流动变化剧烈的局部区域
空间加密网格，客观地展现流体运动特性 $将 !，" 轴向空间导数采用非等间距网格紧致有限差分和 # 向空间
导数应用 8593123谱展开相杂交的方法逼近，时间离散应用 )阶精度混合显!隐相结合的分裂格式［$］，得到三
维、非定常、不可压 ,/1023-.45627方程的高效数值算法 +同时提出的三维、非定常无反射出流边界条件，对于
求解边界层、射流及混合层等流动中的演化问题具有普遍意义，且为深入开展湍流与流动转捩等研究提供了

有效的直接数值模拟方法 +

! 基本方程和数值方法

! +! 基本方程
直接数值模拟的基本方程是无量纲的 ,/0123-.45627 方程和连续方程：
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式中：%———速度；"———压力；"———梯度算子；"%———拉谱拉斯算子；#$———雷诺数 &
! &" 数值方法
$’%’$ 时间分裂法
对时间导数离散，采用 (阶精度混合显!隐相结合的分裂格式［)］，具体离散过程为

!’ (#
)* ($

+ , &
!+!-( +

"! , (#
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+ , &
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!’ ,｛%’，0’，1’｝ !. ,｛%.，0.，1.｝
式中：!’，!.———中间速度场；)*，)$———格式精度的参数；!+，"+，#&———适当权数，即 )* " (，)$ " (，#& " $$ 2 )，

!& " (，!$ " # ( 2 %，!% " $ 2 (，"& " (，"$ " # (，"% " $ &
$’%’% 空间离散
基本方程（%）+（*）中空间导数的离散格式为：3，4 轴向空间导数用非等间距网格的紧致有限差分和 5

向空间导数用 ,-./01/谱展开相杂交的方法逼近 &
#$ 非线性项 &在控制方程（%）的右端（!- # +·"）!- # +非线性项中，!2!3 和!2!4 偏导数项均采用 2阶精

度变间距网格的迎风紧致有限差分格式逼近 &仅以!2!3 为例，推导如下 &
当 % 3 &时，%’满足（内点）：

!*%’* ($ / %’* , 6*%*(% / 7*%*($ / 8*%* / 9*%*/$ / :*%*/% （2）
式中!*，6*，7*，8*，9*，:* 仅与网格间距有关 &令 ;$ " 3* # $ # 3* # %，;% " 3* # 3* # $，;( " 3* ! $ # 3*，;* " 3* ! % #
3* ! $ &对式（2）在 * 点进行泰勒展开，比较对应项系数可得系数方程组：

6* / 7* / 8* / 9* / :* , &

(（（;$ / ;%）2 ;(）6* ( ;% 2 ;(7* / ;( 2 ;(9* /（;( / ;*）2 ;(:* ( $ 2 ;(!* , $ 2 ;(

（（;$ / ;%）2 ;(）
%6* /（;% 2 ;(）

%7* /（;( 2 ;(）
%9* /（（;( / ;*）2 ;(）

%:* / %（;% 2 ;(）2 ;(!* , &

(（（;$ / ;%）2 ;(）
(6* (（;% 2 ;(）

(7* /（;( 2 ;(）
(9* /（（;( / ;*）2 ;(）

(:* ( (（;% 2 ;(）
% 2 ;(!* , &

（（;$ / ;%）2 ;(）
*6* /（;% 2 ;(）

*7* /（;( 2 ;(）
*9* /（（;( / ;*）2 ;(）

*:* / *（;% 2 ;(）
( 2 ;(!* , &

(（（;$ / ;%）2 ;(）
26* (（;% 2 ;(）

27* /（;( 2 ;(）
29* /（（;( / ;*）2 ;(）

2:* ( 2（;% 2 ;(）
* 2 ;(!* ,















&

（)）

当 % 4 &时，%’满足（内点）：
%’* /"*%’* ($ , 6*%*(% / 7*%*($ / 8*%* / 9*%*/$ / :*%*/% （5）

式中"*，6*，7*，8*，9*，:* 仅与网格间距有关，其系数确定参照式（)）&
对于边界点和邻近边界点采用降低精度逼近 &根据文献［5］可知，数值逼近对整体结果影响较小 &
%$ 压力项 &对控制方程（(）求散度，得压力 " 满足 61789-7:;方程 &%阶偏导数采用 2点中心差分格式（内

点）离散 &以!% 2!3%为例，表达式为

!% "
!3% , 6* "*(% / 7* "*($ / 8* "* / 9* "*/$ / :* "*/% （<）

其中 6*，7*，8*，9*，:* 仅与网格间距有关，其具体推导参照式（)）&
&$ 散度项：

!%’
!3 /!0’

!4 /!1’
!5 , < （=）

对式（=）!%’ 2!3 及!0’ 2!4 的偏导数项采用 ) 阶精度变间距网格的中心紧致有限差分格式，5 变量采用
,-./01/谱展开的方法进行数值模拟 &具体推导与式（)）类似 &
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!" 黏性项 !对方程（!）中的 " 变量采用 "#$%&’%谱展开 !考虑到雷诺数 #$ 都比较大，令 % ( &)
!

)，’ (
!(
#$"*
，则式（!）可近似改写成
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&

"*（+ * ’%） （+*）

将式（+*）改写为通式：

+ ) / !
)

!0( )) # . 1 （++）

对式（++）采用 ,阶精度的对称紧致有限差分格式逼近：

$2#32 )+ *#32 *!2#32 *+ . 42#2 )) * 52#2 )+ * 62#2 * 72#2 *+ * 82#2 *) （+)）
式中$2，!2，42，52，62，72，82 仅与网格间距有关，其具体推导参照式（-）!

# 无反射出流边界条件
有关出流边界条件的研究已经很多，尤其是不可压缩流动 !但是，对于直接数值模拟的有限计算区域，出

流边界的选定可能引起小扰动波向上游传波，以致严重影响整个计算区域内的数值计算精度 !从理论上来
说，数值计算区域下游出流边界应取在无穷远处，而实际计算区域的流向长度不可能取无限长，因此在有限

计算区域内下游出流边界可能产生非物理现象的反射，从而影响整个计算区域的精度 !这种人为造成的误差
始终存在甚至相当严重，所以有必要设计一种新的无反射出流边界条件，以尽量减少在有限计算区域内人工

出流边界反射引起的数值误差，保证直接数值模拟的精度和准确性 !根据文献［.］的研究，基于扰动波的传播
特性、波动方程的性质以及流体运动方程和动力学规律，整理得三维无反射出流边界条件的控制方程为

!!
!( * !+
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对于无反射出流边界条件的控制方程（+/）的直接数值模拟，可仿效方程（+）的数值方法逼近 !

$ 算 例

以二维平板边界层为物理模型，令每个展向（ "）截面上的流场等同于二维平板边界层的流场，得三维基
本流场，从而验证三维、非定常、不可压 012&’%345#6’7方程数值计算方法的计算精度、稳定性、收敛速度、可靠
性及无反射出流边界条件的合理性和可靠性等 !计算区域为：9+ 8 9, 8 9" ( .* 8 ) 8 !；雷诺数 #$ ( :9% ;&(
):**（无穷远来流速度 :9为特征速度，下游边界层厚度%为特征长度，&为流体运动黏性系数）!计算网格
点数为：（<+，<,，<"）(（ 22，==，>>）(（+,*，+**，/)）；计算时间步长为 *;*) !
流向 + 和法向 , 所在网格点坐标变换通用表达式为

+（ 2）. 9
+ ) 51<= ?（ 22 ; ) ) 2 ; )）

22 ) +
51<=% ) @（ 22 ) 2）; 22 @ . 9

+ ) 51<= ? A 22
)（ 22 ) +）

51<=% （+!）

当 *" 2" 22，? ( +;),，% ( +;*，9 ( 9+ 时，+（ 2）为流向网格点坐标；当 *" 2" ==，? ( !，% ( );*，9 ( 9, 时，+（ 2）
为法向网格点坐标 !
在数值计算中，上游边界条件为平板边界层的 >?17&$7解；下游边界条件为平板边界层的 >?17&$7解与无

反射出流边界条件；展向 " 边界条件为周期性边界条件；平板边界层的壁面边界条件为 B ( C ( D ( *；平板
边界层外缘边界条件为!B ;!, (!C ;!, (!D ;!, ( *；压力边界条件为上游与下游边界条件!E ;!+ ( *；边界层
壁面与外缘边界条件为!E ;!, ( * !
用以上直接数值模拟的方法求解三维、非定常、不可压 012&’%345#6’7方程，获得层流平板边界层的数值

解 @
%" 层流平板边界层下游出流边界条件为第一类边界条件（即平板边界层的 >?17&$7解），求解得到的数值

结果显示，在不同时间同一空间点上，流向和法向速度数值解几乎保持不变，最大误差大约在 +*A -量级，可

认为该流场定常流动 @该数值结果与边界层的 >?17&$7解析解相比较，发现本文的数值解与 >?17&$7解析解几
乎相等，最大误差大约在 +* A ,量级，说明本文的直接数值模拟方法是合理可行的 @该算例在普通计算机上计
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算，所需计算时间大约 !" #，即收敛速度快，具体结果如表 $所示 %
!" 层流平板边界层下游出流边界条件为无反射出流边界条件，在不同时刻，流向速度的数值解随 ! 坐

标的变化与边界层 &’()*+)解析解相比较几乎不变，最大误差大约在 $", -量级，且在不同时间同一空间点上，

流向速度数值解也几乎保持不变，即具有定常性 %该算例在普通计算机上计算，所需计算时间大约为 !- #，即
收敛速度也较快 %具体数值结果见图 $ %
从表 $和图 $的结果可知，本文提出的直接数值模拟方法不仅具有计算精度高、稳定性好、收敛速度快

等特点，而且下游出流边界的非物理反射影响小 %该出流边界条件是一种合理可行的无反射出流边界条件 %
表 # 流向速度和法向速度的直接数值解与 $%&’()’解析解比较（ ! * +,+）

-&!%. # /012&3(’04 05 ’63.&17(’. &48 9.36(:&% 9.%0:(6; 4)1.3(:&% 3.’)%6’ 7(6< $%&’()’ &4&%;6(: ’0%)6(04（ ! * +,+）

时间坐标
（"，#）

$ . /"0/$1!， ! . "0"-213 $ . /"0/$1!， ! . "04$3 $ . /"0/$1!， ! . !0$5---

% . $"" （"0"!54$/!!4$， "0"""""$431$） （"0/4/$35452/， "0"""!$5/5"2） （"0554-5-5!-/， "0""$52/!$!$）
% . $-" （"0"!54$!/1!3， "0"""""$4313） （"0/4/$3$3"4-， "0"""!$5-242） （"0554-5-1$4!， "0""$52/2"12）
% . $3" （"0"!54$!$15"， "0"""""$432"） （"0/4/$3"$312， "0"""!$54"!4） （"0554-5-4/4!， "0""$52/3-4-）
% . !"" （"0"!54$!$-!"， "0"""""$432"） （"0/4/$2552$$， "0"""!$54"12） （"0554-5-4!//， "0""$52/311/）

&’()*+)解析解 （"0"!54!"25!"， "0"""""$4!22） （" &/4/!41""!2， " &"""!$54"4-） （"05544$4313"， "0""$52/!1-5
!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!
）

时间坐标
（"，#）

$ . 1"04-!/， ! . "0"-213 $ . 1"04-!/， ! . "04$3 $ . 1"04-!/， ! . !0$5---

% . $"" （"0"!-"-"2$5/， "0""""""342!） （"0!333"1135/， "0"""$$5!54-） （"052/!131125， "0""$4"2-142）
% . $-" （"0"!-"/52"35， "0""""""343$） （"0!332543323， "0"""$$5!324） （"052/!14!-//， "0""$4"2/2"4）
% . $3" （"0"!-"/5""3$， "0""""""342/） （"0!332313253， "0"""$$5!3$/） （"052/!1!45//， "0""$4"24$4$）
% . !"" （"0"!-"/3115-， "0""""""342/） （"0!3323/$--/， "0"""$$5!3"1） （"052/!1$13"1， "0""$4"244-4）

&’()*+)解析解 （"0"!-"-//!!2， "0""""""3!4/） （"0!333/$!$//， "0"""$$5//"/） （"052//"$-4$2， "0""$4"25"-5）

图 # 在不同截面和不同时刻流向速度随法向坐标（ "）的变化规律
=(>"# /012&3(’04 05 4)1.3(:&% 3.’)%6’ 05 ’63.&17(’. &48 9.36(:&%

9.%0:(6(.’ 7(6< 6<0’. 05 $%&’()’ &4&%;6(: ’0%)6(04（ ! * +,+）

? 结 论

本文提出了合理可靠的下游无反射出流边界条件，建立了 $，! 轴向空间导数非等间距网格的紧致有限
差分，构造了非线性项在 $，! 轴向空间导数非等间距网格的迎风紧致有限差分及 ’ 轴向采用 67+8*98谱展开
相混合杂交的一整套直接数值模拟方法 %通过平板边界层流动的物理模型数值验证了该算法具有高效性、准
确性、可靠性及下游出流边界的无反射性等特点 %该直接数值模拟的方法，对边界层，混合层及射流等扰动波
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的演化、流动转捩及湍流机理的研究具有一定的意义 !
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