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!!凸空间的一个极大极小不等式及应用
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摘要：运用 !!凸空间中的一个极大极小不等式，对 !!凸空间中的抽象变分不等式和似变分不等式
解的存在性，)1 234型截口定理，以及具有扰动的二人零和博弈和多人非合作博弈均衡的存在性进
行研究，从而得到没有线性结构的 !!凸空间中一些新的抽象变分不等式和似变分不等式解的存在
性结果和一个 )1 234型截口定理 /最后得到了一个具有扰动的二人零和博弈和一个多人非合作博
弈的均衡存在性结果 /计算结果与其他相关结果相比，条件是比较弱的 /
关键词：极大极小不等式；变分不等式；)1 234型截口定理；非合作博弈；零调集；集值映射
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极大极小不等式在非线性分析的许多领域，特别是在单目标和多目标非合作博弈的均衡理论、数理经

济、逼近论以及不动点理论等方面都有着极为重要的作用［$!0］/最近，陆海曙等［%］在没有线性结构的 !!凸空
间中得到一个关于集值映射的交定理，并运用该定理得到许多 )1 234极大极小不等式 /
本文运用 !!凸空间的一个极大极小不等式来研究抽象变分不等式和似变分不等式解的存在性问题，给

出抽象变分不等式和似变分不等式解的存在性结果和一个 )1 234型截口定理，并由该极大极小不等式得到
了一个具有扰动的二人零和博弈和一个多人非合作博弈均衡的存在性定理 /

! 预 备 知 识
为方便起见，假设文中所涉及的拓扑空间都具有 839:;<=>>分离性质 /
设 " 是非空集合，用 !" 表示 " 的所有子集族，用〈"〉表示 " 的所有非空有限子集族，用 # 表示 #!

〈"〉的基数 $!% 表示具有顶点集｛&"，⋯，&%｝的 % 维标准单形 $若 ’ 是｛"，⋯，%｝的非空子集，则用! ’ ? $表

示顶点集｛&( @ (!’｝的凸包 $若拓扑空间 " 的所有简化 ’ABC同调群 )*（"）D "（ * 为有理数），则称 " 是零调
的 $特别地，任何非空可缩空间都是零调的，于是一个拓扑向量空间中的非空凸集或星形集也是零调的 $反之
不一定成立 $
定义 !［%］ 设 " 为非空集，+ 为拓扑空间，,：" E +"- 为一函数 $对某个"!-，若对 + 的任意一个紧

子集 . 以及对任意的 /!.，｛0!"：,（0，/）F"｝#$蕴涵着存在一个 / 在 . 中的相对开邻域 1（ /）和一个
点 02!"，使得 ,（02，3）F"，% 3!1（/），则称 , 在 / 处"!转移紧下半连续 $
定义 "［%］ 二元组（"，#）称为 !!凸空间 $如果 " 是一拓扑空间，#：〈"〉"!" G $是一集值映射，满足

%# D｛0"，⋯，0%｝!〈"〉，存在一个连续映射$#：!%"#（#）使得对任意 4 D｛05"，⋯，056｝!〈#〉，有$#（!6）

&#（4），此处!6 表示顶点集｛&5"，⋯，&56｝的凸包 $ !!凸空间包含了拓扑线性空间并将 )!空间［,］作为其特殊

的情形 $
设（"，#）为 !!凸空间，子集 7&" 称为是 !!凸的，如果%#!〈7〉，有#（#）&7 $函数 ,：""- 称为 !!

拟凹（或 !!拟凸）$如果% 8! -，集合｛0! "：,（ 0）F 8｝是 !!凸的（或% 8! -，集合｛0! "：,（ 0）H 8｝是
!!凸的）$
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! 变分不等式解的存在性和截口定理
定理 " 设（!，!）为 "!凸空间，# 为 ! 的紧子集，"，#：! ! !!$ 和 %：!!$ 是 "个函数，且满足条件：

（#）%（&）$"（ &，’）$ %（ ’）在 & 处 %!转移紧下半连续；（&）对任意的 &" # 以及对任意的#("〈｛’"
!：%（&）’"（&，’）( %（ ’）｝〉，有!（ (）$｛’" !：%（ &）’#（ &，’）( %（ ’）｝；（)） %（ &）$#（ &，’）$ %（ ’）
在 ! ! ! 上下半连续，且#’"!，集合｛&"#：%（ &）%#（ &，’）( %（ ’）｝是非空零调的，则存在 &%" # 使得

"（&%，’）& %（&%）$ %（’），#’"! )
证明 定义函数 %*，+*：! ! !!$ 为
%*（&，’）, %（&）-"（&，’）- %（’） +*（&，’）, %（&）-#（&，’）- %（’） #（&，’）" ! . !
容易验证 %*，+*满足文献［*］中推论 +的所有条件，于是存在 &%"# 使得 %*（ &%，’）%%，#’"!，也就是

存在 &%"# 使得"（&%，’）& %（&%）$ %（’），#’"! )
定理 ! 设（!，!）为 "!凸空间，# 为 ! 的紧子集，, 个映射 /：!! $0 和"：! ! !! $0 满足条件：

（#）〈/（’），"（&，’）〉在 & 处 %!转移紧下半连续，此处〈 )，)〉代表内积；（&）对任意的 &" # 及任意的#("
〈｛’"!：〈/（’），"（&，’）〉’ %｝〉，有!（(）$｛’"!：〈/（&），"（’，&）〉- %｝；（)）〈/（ &），"（ ’，&）〉在 ! ! ! 上
上半连续，且#’" !，集合｛&" #：〈 /（ &），"（ ’，&）〉&%｝是非空零调的，则存在 &%" #，使得〈 /（ ’），

"（&%，’）〉%%，#’"! )
证明 #（&，’）"! ! !，定义 %，+ 为

%（&，’）,〈/（’），"（&，’）〉 +（&，’）, -〈/（&），"（’，&）〉
容易验证 %，+ 满足文献［*］中推论 +的所有条件，因此，存在 &%"# 使得 %（&%，’）%%，#’"!，也就是存

在 &%"# 使得〈/（’），"（&%，’）〉%%，#’"! )
定理 # 设 ! 为拓扑空间，（1，!）为 "!凸空间，# 为 ! 的紧子集，2，3 为 ! ! 1 的子集，2 在 ! ! 1 中

是闭的，且满足条件：（#）集值映射 ’!｛&"!：（&，’）"3｝是转移紧闭的；（&）对任意的 &"# 以及#("〈｛’
"1：（&，’）’3｝〉，有!（(）$｛’"1：（&，’）’2｝；（)）对任意的 ’"1，集合｛&"#：（&，’）"2｝是非空零调
的，则存在一点 &("# 使得｛&(｝! 1$3 )
证明 #（&，’）"! ! 1，定义 %，+ 如下：

%（&，’）,
%，（&，’）" 3
+，（&，’）’

{ 3
+（&，’）,

%，（&，’）" 2
+，（&，’）’

{ 2
由 % 的定义，有#’"1，｛&"!：（&，’）"3｝.｛&"!：%（&，’）%%｝，因此，由文献［*］的引理 "可知，% 在

& 处 %!转移紧下半连续 )由（&）和 %，+ 的定义，知道#&"#，#("〈｛’"1：%（&，’）’ %｝〉，有!（(）$｛’"1：
+（&，’）’ %｝)下面验证 + 是下半连续的 )
由于#$"$，集合

｛（&，’）" ! . 1：+（&，’）4$｝,
% $& +

! . 1 / 2 %%$ 5 +
! . 1 $ 5

{
%

是开的，因此，+ 下半连续 )
由（)）和 + 的定义知#’"1，集合｛&"#：+（&，’）%%｝.｛&"#：（&，’）"2｝是非空零调的，因此，由文献

［*］中的推论 +，存在一点 &("#，使得 %（&(，’）%%，#’"1，也就是存在一点 &("#，使得｛&(｝! 1$3 )

# 非合作博弈均衡的存在性
定理 $ 设（!，!+）和（1，!,）是 ,个 "!凸空间，#+ 和 #, 分别是 ! 和 1 的紧子集，%，+：! ! 1!$ 是 ,

个函数，且满足条件：（#）#&"#+，集合｛’"1：%（&，’）’ +（&，’）｝是 "!凸的 )（&）#’"#,，集合｛&"!：%（ &，
’）- +（&，’）｝是 "!凸的 )（)）函数 %（&，’）$ +（ &，’）在 ! ! 1 上下半连续，且#’"1，集合｛&"#+：%（ &，’）

%+（&，’）｝是非空零调的 )（0）函数 %（&，’）$ +（&，’）在 1 ! ! 上上半连续，且#&"!，集合｛’"#,：%（&，’）

&+（&，’）｝是非空零调的，则存在一个扰动的鞍点（&%，’%）"! ! 1，使得如下结论成立：

#（&，’）"! ! 1，%（&%，’）(［+（&%，’%）$ +（&%，’）］% %（&%，’%）% %（&，’%）(［+（&%，’%）$ +（&，’%）］

"12第 2期 陆海曙，等 "!凸空间的一个极大极小不等式及应用



!"#!!"$%&#!$［ %（!，#）’ &（!，#）］( $%&#!$ !"#!!"［ %（!，#）’ &（!，#）］( )
证明 "（!，#）!" * $，令!（!，#）( %（!，#）’ &（!，#），则由（+），（,）以及文献［-］中的推论 .可知，存

在点 !)!’/，使得!（!)，#）#)，"#!$，即 %（!)，#）#&（!)，#），"#!$ ("（#，!）!$ * "，再设"（#，!）(
&（!，#）’ %（!，#），则由（0），（1）以及文献［-］中的推论 .可知存在点 #)!’.，使得"（#)，!）#)，"!!"，也
就是 &（!，#)）# %（!，#)），"!!"，从而可知 %（!)，#）’ &（ !)，#）#)# %（ !，#)）’ &（ !，#)），"（ !，#）!" *
$ (于是有

%（!)，#)）) &（!)，#)） （/）

%（!)，#）* &（!)，#）# %（!)，#)）* &（!)，#)）# %（!，#)）* &（!，#)） （.）
由式（.）可知

%（!)，#）+［&（!)，#)）* &（!)，#）］# %（!)，#)）# %（!，#)）+［&（!)，#)）* &（!，#)）］

!"#!!"$%&#!$［ %（!，#）* &（!，#）］# $%&#!$ !"#!!"［ %（!，#）* &（!，#）］
由于 !"#!!"$%&#!$［ %（!，#）’ &（!，#）］$$%&#!$ !"#!!"［ %（!，#）’ &（!，#）］自然成立，因此

!"#!!"$%&#!$［ %（!，#）* &（!，#）］) $%&#!$ !"#!!"［ %（!，#）* &（!，#）］) )
定理 2 设 , (｛/，⋯，-｝为博弈人集合，" .! ,，". 为拓扑空间使得 " ( "/ * ". *⋯ * "- 为 /!凸空间，

’. 为 ". 的非空紧子集 ( 0.：" ( "/ * ". *⋯ * "-%1 为第 . 个人的收益函数，且满足条件：（+）［ 0/（ #/，! ’ /）

’ 0/（!）］3⋯ 3［0-（#-，! ’ -）’ 0-（!）］在 " * " 上是下半连续的；（0）对任何 !!’，｛#!"：［0/（#/，! ’ /）’
0/（!）］3⋯ 3［0-（#-，! ’ -）’ 0-（ !）］4 )｝是 /!凸的；（,）#!"，集合｛!!’：［ 0/（ #/，! ’ /）’ 0/（ !）］3⋯ 3
［0-（#-，! ’ -）’ 0-（!）］#)｝是非空零调的，则存在一点 !&!’ 使得 !&是多人非合作博弈# (｛"/，⋯，"-；

0/，⋯，0-｝的一个 5+$6均衡 (
证明 定义函数 2：" * "%1 如下：

"! )｛!/，⋯，!-｝和 # )｛#/，⋯，#-｝! "
2（!，#）)［0/（#/，!*/）* 0/（!）］+ ⋯ +［0-（#-，!* -）* 0-（!）］

容易验证 2 满足文献［-］中推论 .的所有条件，则有一点 !&!’ 使得
2（!&，#）# ) "# ! "

固定 .，并设 # (（#.，!&’ .），则可知

0.（#.，!&* .）* 0.（!&. ，!&* .）+’
3( .
［03（#3，!&* 3）* 03（!&3 ，!&* 3）］# ) （7）

又因为对任何 3( .，! (（!3，! ’ 3）(（#3，! ’ 3），所以由式（7）得

0.（!&. ，!&* .）$ 0.（#.，!&* .），"#. ! ". 和" . ! ,
从而知道 !&是多人非合作博弈# (｛"/，⋯，"-；0/，⋯，0-｝的一个 5+$6均衡 (

! 结 论

本文在一类更加广泛的空间———/!凸空间的框架内，在降低函数连续性以及集合凸性的情况下，运用一
个极大极小不等式得到了几个变分不等式解的存在性结果、一个截口定理，以及关于非合作博弈 5+$6均衡
的存在性结果，从而推广了文献［7 8 -］中的相关结果 (
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《水利水电科技进展》征订启事

（邮发代号：BF!BVV，J-UB!SVUT Z +[，MNN-SCC!!E!VE，双月刊）

《水利水电科技进展》主要刊登与水科学、水工程、水资源、水环境等学科有关的科技论文，

设有水问题论坛、研究探讨、工程技术、水管理、专题综述、国外动态、科技简讯等栏目，适合与

水科学、水工程、水资源、水环境等有关的科学研究人员、工程技术人员、科技管理人员以及大

专院校师生阅读 2
《水利水电科技进展》由邮局发行，邮发代号：BF!BVV，BCCE年每期定价 F元，全年 !期共计

VF元 2读者亦可直接向编辑部订阅 2欢迎个人和单位直接汇款订阅或函索订单 2编辑部地址：
BSCCTF南京市西康路 S 号河海大学《水利水电科技进展》编辑部 2联系电话：CBD!FUEF!UUD，
K’;%&4：\5]))*2 0Q*2 <1，)66?：Z Z PPX2 ))*2 0Q*2 <12汇款时务请注明“订水利水电科技进展”2
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