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摘要：推出了当参数!!" )，!! ) *时 ! 阶均匀双曲多项式 +样条（,-./012 3456718.9 :;<61704.9 +=
><4.-6>：,3: +=><4.-6>）的极限形式 ’对 ?阶 ,3: +样条重新参数化，在给定误差范围内，,3: +样条
可由 ?阶均匀 +样条精确逼近 ’最后，用 ,3: +样条精确表示了双曲正弦曲线与指数曲线，并揭示
了 ,3: +样条曲面与均匀 +样条曲面间的关系 ’
关键词：,3: +样条；@!+样条；均匀 +样条；极限；逼近
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在计算机辅助几何设计 @3DE（@02<FG61 8.H6H D6026G1.9 E6>.5-）中，以多项式为基底的 +IJ.61与 +样条是
构造自由曲线曲面的有力工具［$!!］，但其不能精确表示工程中常用的某些曲线，如圆弧、正弦、指数曲线等，故

以非多项式为基底的造型技术应运而生 ’ K0GG28-等［(］提出了 :64.L样条 ’张纪文［?!#］构造了 @!+IJ.61曲线和
@=+样条曲线，用后者精确表示了圆弧和椭圆，并且给出了其他表达形式，大大提高了计算速度 ’杨松林［C］研
究了 @!+IJ.61曲线与 +IJ.61曲线的光滑拼接条件 ’吕勇刚等［B!&］对高阶均匀三角多项式和均匀双曲多项式的
+样条进行了研究，并利用后者精确表示了一支双曲线与悬链线，但未揭示其与均匀 +样条之间的关系 ’
本文通过 ,3: +样条在参数!!" )，!! ) *时极限的研究，建立了 ,3: +样条与均匀 +样条之间的

关系，给出了 ?阶 ,3: +样条的等价表达式，并藉此分析了 ?阶 ,3: +样条与其极限形式，即控制多边形及
?阶均匀 +样条之间的逼近效果 ’

% !"# $样条的极限性质
设 "# M #!（ # M "，N $，N !，⋯）为对参数 " 轴作均匀分割得到的一组节点，其中!是区间长度（!O "）$利

用文献［&］中的 ! 阶均匀双曲多项式 +样条基函数递推关系式推得 (阶 ,3: +样条基函数为
%&!，(（!，"）’（90>P（! & "）& $）!(
%"，(（!，"）’（90>P " & $）!(
%&$，(（!，"）’（!90>P! & 90>P " & 90>P（ " &!））!
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定理%
&’ 当!!" )时，*（*#(）阶 ,3: +样条基极限为 * 阶均匀 +样条基 $
(’ 当!! ) *时，*（*#(）阶 ,3: +样条基极限为

4.2
!!+*

%&（*&$），*（!，"）’ 4.2
!!+*

%"，*（!，"）’ " 4.2
!!+*

%& #，*（!，"）’ ,&（ # &$），*&!（"） （!）

式中 , Q（ # Q $），* Q !（"）（$$ #$* Q !）是 * Q !阶均匀 +样条基，" M!"，""（"，$）$
证明

&’ 对 * 利用数学归纳法 $令 " M!"，""［"，$］，直接计算可知，当 * M (时，结论成立 $
设 * M ! 时，结论成立 $记 % Q #，!（ "）M % Q #，!（!"），4.2

!!" )
% Q #，!（!"）M , Q #，!（"），则当 * M ! ) $时，有
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!!"+
（%& #，!（!"）& %& #+$，!（!"））’

,& #，!（"）& ,& #+$，!（"）’ ,- & #，!+$（"）

第 (?卷第 #期
!""C年 %月

河 海 大 学 学 报（ 自 然 科 学 版 ）

R0F1-84 0/ :0P8. ,-.S61>.G;（T8GF184 U9.6-96>）
V04’(? T0’#
U6<’!""C



又 ! ! "，# " #（$）% $ ! "，# " #（$），故 &’(
!!$ "

! ! "，# " #（"）% $ ! "，# " #（"）%从而当 & % # " #时，结论成立，)得证 %

!" 对 & 利用数学归纳法 %令 ’ %!"，""（$，#），方法同 )*证毕 %
定义 # 设控制顶点 ($，(#，⋯，()，相应的 &（&#+）阶 ,-. /样条曲线第 * 段定义为

+&，*（!，’）, $
&-#

" , $
(". */-（&-#）. "，&（!，’） （ ’ "［$，!］） （+）

式中，* % $，#，⋯，) ! & " #，/ !（& ! #），&（!，’），/ !（& ! 0），&（!，’），⋯，/$，&（!，’）是 & 阶 ,-. /样条基 %
定理 $
%" 当!!$ "时，&（&#+）阶 ,-. /样条曲线逼近于 & 阶均匀 /样条曲线，其控制多边形不变 %
!" 当!! " 1时，&（&#+）阶 ,-. /样条曲线逼近于 & ! 0阶均匀 /样条曲线，且根据定义 #，第 * 段曲

线的原控制多边形［(*，(* " #，⋯，(* "（& ! #）］变为新控制多边形［(* " #，(* " 0，⋯，(* "（& ! 0）］%

$ &阶 ’() *样条第 $种表达式与误差估计
易推得［$，!］上的一组非零 2阶 ,-. /样条基为

/-+，2（!，’）,［（! - ’）- 3’45（! - ’）］#
/$，2（!，’）,（ ’ - 3’45 ’）#
/-0，2（!，’）,［03’45（! - ’）. ’ - 3’45 ’ - 0（! - ’）6735!］#
/-#，2（!，’）,［! - ’ - 3’45（! - ’）. 03’45 ’ - 0 ’6735!］
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# ,（3’45! -!）0［!（6735! - #）］ ’ "［$，!］ ! 1 $
令"% ’ 0!"［$，#］，对 2阶 ,-. /样条重新参数化，得到第 0种表达式

/$（"）, /-+，2（!，!"）, 2·（# -"）+3（!（# -"））

/+（"）, /$，2（!，!"）, 2·"+3（!"）
/#（"）, /-0，2（!，!"）, /+（"）- 0/$（"）.（# -"）
/0（"）, /-#，2（!，!"）, /$（"）- 0/+（"）.
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3（4）,（3’454 - 4）0 4+ 2 ,!0 0 0（6735! - #） ! 1 $
推论#
%" 当!!$ "时，2阶 ,-. /样条基逼近于 2阶均匀 /样条基：

%/$（"）,（# -"）+ 0 9
%/+（"）,"+ 0 9
%/#（"）,%/+（"）- 0%/$（"）.（# -"）,（+"+ - 9"0 . 2）0 9
%/0（"）,%/$（"）- 0%/+（"）." ,（- +"+ . +"0 . +" . #）0
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!" 当!! " 1时，令 ’ %!"，""（$，#），得到 2阶 ,-. /样条基极限

图 # &阶 ’() *样条与其控制
多边形间误差估计
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定理@ 2阶 ,-. /样条曲线与相应控制多边形之间的距离不
超过 ,-. /样条曲线断点（;<=)>?7’4@）与相应控制顶点距离的最大
值，如图 #所示（!% #，+，8；"% $A08）%
证明 设第 *（ * % $，#，⋯，) ! +）段 2阶 ,-. /样条曲线为

!2（"）, /$（"）"* . /#（"）"* .# . /0（"）"* .0 . /+（"）"* .+ ,
（# -"）"* .# .""* .0 .（"* - 0"* .# . "* .0）/$（"）.
（"* .# - 0"* .0 . "* .+）/+（"）

设断点为 !2（$），!2（#），相应顶点分别为 "* " #，"* " 0，记 5()B % ()B｛ !2（$）! "* " # ， !2（#）! "* " 0 ｝%边
"* " #"* " 0之间的点可表示为："6（"）%（# !"）"* " # """* " 0 %与曲线上相应点 !2（"）的距离为
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!! " !!（!）# "$（!） " "（!!（#）# "% &$）’#（!）&（!!（$）# "% &$）’%（!） ( ) !
"!&’(（’#（!）& ’%（!））( ) ! !&’( !"［#，$］

) "（)*+," #"）(［"（-.)," # $）］ " * #

图 ! "阶 #$% &样条与 "阶均匀
&样条间的误差

’()*! +,,-, ./01//2 "3-,4/, #$%
&3567(2/5 824 "3-,4/, 92(:-,; &3567(2/5

将该结论推广到整条曲线，则定理得证 +证毕 +
定理 " 给定一组控制顶点，则其所对应的 !阶 /01 2样条曲线与 !

阶均匀 2样条曲线间的最大距离不超过 "条曲线上相应断点之间的最大
距离，如图 "所示（"3 %，4；!3 #5"4）+
证明 设同一控制多边形下，第 %（ % 3 #，$，⋯，, 6 %）段 !阶 /01 2

样条与均匀 2样条曲线分别为
!!（!）" ’#（!）"% & ’$（!）"% &$ & ’"（!）"% &" & ’%（!）"% &%

-!（!）"#’#（!）"% &#’$（!）"% &$ &#’"（!）"% &" &#’%（!）"% &% （!"［#，$］）
记 ,% 3 &’(｛ "% 6 ""% 7 $ 7 "% 7 " ， "% 7 $ 6 ""% 7 " 7 "% 7 % ｝，于是 "条曲线
上相应点间的距离为

!. 3 !!（!）6 -!（!） 3 （"% 6 ""% 7 $ 7 "% 7 "）’#（!）7（"% 7 $ 6
""% 7 " 7 "% 7 %）’%（!）6［（"% 6 ""% 7 $ 7
"% 7 "）（$ 6!）% 7（"% 7 $ 6 ""% 7 " 7 "% 7 %）!%］( 8 !,% ’#（!）7 ’%（!）6
［（$ 6!）% 7!%］( 8 !,%（$ ( % 6 )）( " （9）

) 3（)*+,"6"）(［"（-.),"6 $）］ ": # !"［#，$］
证毕 +
定理 !表明，当 !阶 /01 2样条逼近 !阶均匀 2样条时，其误差很小，可由式（9）精确表示 +
当"$#时，!阶 /01 2样条与 ;!2样条［%］从两侧逼近于均匀 !阶 2样条 +当"增大时，由式（9）可知，!

阶 /01 2样条与 !阶均匀 2样条间误差的绝对值增大，表明 !阶 /01 2样条远离其极限状态，向控制多边
形逼近，即其凸包性优于 !阶均匀 2样条与 ;!2样条 +

< 应 用 实 例

!阶 /01 2样条可以精确表示悬链线［9］+
定理 = （双曲正弦曲线）设位于双曲正弦曲线 /（0）3 1")*+,（0 ( .）( )*+,"上的控制顶点为

2#（.（# %" &#），1)*+,（# %" &#）( )*+,"）
2$（.（# "" &#），1")*+,（# "" &#）( )*+,"）
2"（.（#" &#），1")*+,（#" &#）( )*+,"）
2%（.#，1")*+,（#）( )*+,"）
2!（.（" &#），1")*+,（" &#）( )*+,"）
24（.（"" &#），1")*+,（"" &#）( )*+,"）
28（.（%" &#），1")*+,（%" &#）( )*+,"
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将其代入 !阶 /01 2样条曲线式（%），则得到一段双曲正弦曲线
（0（ 3），4（ 3））"（.（ 3 &#），1)*+,（ 3 &#）） （$#）

式中 3"［#，"］，": #，#为任意实数，如图 %（’）所示（1 3 "，. 3 $58，"3 $，#3 #）+
定理 > （指数曲线）设位于指数曲线 4 3 /（0）3 1"·=0 ( )*+,"上的控制顶点为

2#（#，1"=# ( )*+,"）
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2"（"" &#，1"=""&# ( )*+,"）
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2!（!" &#，1"=!"&# ( )*+,"）
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图 ! 由 "阶 #$% &样条精确表示的曲线
’()*! +,-./0 /12-/00/3 45 "67-3/- #$% &6028(9/0

:; : <()< :==,-:=5

将其代入 ! 阶 "#$ %样条曲线式（&），则得
到一段指数函数

（!（ "），#（ "））$（ " %!，&’" %!）（()）
式中 "!［*，"］，" + *，!为任意实数，如
图 &（,）所示（& - (，’ - (./，"- (，!- *）(

" #$% &样条曲面
定义 > ) 0 * 阶 "#$ %样条张量积曲

面表示为

!)，*，+（ ,，"）-

"
+ %&

- $ +
"

)

. $ *
"

*

/ $ *
".，/，-0.，)（".，,）0/，*（#/，"）（(&）

,!［*，".］ "!［*，#/］ ".，#/ + * . - *，(，⋯，) / - *，(，⋯，*
式中：0.，)（ ,），0/，*（ "）———)，* 阶 "#$ %样条基；".，/，-———控制顶点 (

"#$ %样条曲面具有下列极限性质：（1）令"- 213｛".｝，#- 213｛#/｝，则当"，##*4时，) 0 * 阶 "#$ %
样条张量积曲面式（(&）的极限为 ) 0 * 阶均匀 %样条曲面 (（,）令$"- 256｛".｝，$#- 256｛#/｝，则当$"，$## 4 7
时，) 0 * 阶 "#$ %样条张量积曲面式（(&）的极限为（) 8 )）0（* 8 )）阶均匀 %样条曲面 (

? 结 论

当"#* 4，"# 4 7时，!阶 "#$ %样条分别逼近于 !阶均匀 %样条与控制多边形，并推导出了具体误差
公式 (计算结果表明，逼近控制多边形的凸包性优于 !阶均匀 %样条和 9!%样条 (利用 !阶 "#$ %样条可以
精确表示一段双曲正弦与指数曲线，这在几何造型中具有一定的应用价值 (
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