
收稿日期：!""#!"$!!"
作者简介：洪玉振（%&#’—），男，江苏东台人，副教授，硕士，主要从事管理信息系统和系统工程研究 (

" )*+,-./0*+1 1，234/. 5 6( ,78 97 :7;<= >9：)7?=@A B=C@>:9>D:( EF@>AG=@HI=@;JG 6=@;>A ,=>?=;K=@G !"""，%&&&：%"’!%$&(

!"#最短路径的必要条件初探
洪玉振

（河海大学商学院，江苏 南京 !%""&L）

摘要：对于被访问城市数为 ! 的不对称旅行商问题，构造了一个 ! 行和 ! 列的方阵，每一行上的 !
个元素为同一个被访问城市；每一列上的 ! 个元素为 ! 个互不相同的被访问城市 "依次从该方阵
的第一列到第 # 列上各取出一个城市，同一行上不存在两个被取出的城市，这样取出的城市序列
就构成了一条长度为 # 的路径 "主要讨论最短路径的性质：如果一条长度为（! M %）的最短路径能
被产生，则该路径上的任一长度为 # 的路径都为最短路径，# N %，!，⋯，! M ! "该性质为旅行商问题
算法研究的基础 "
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旅行商问题（OEP）为顺序访问给定的城市集合，每个城市被访问一次且仅一次，然后回到起始城市，其目
标是找出总路程最短的旅程安排 ( OEP的应用范围很广，问题的规模可以很大，)>DBJ;=8>DR等［%］，"提供了这
方面的详细资料 (由于 OEP是 SP难题，不存在能解决它的所有实例的多项式时间算法，4JTK7J等［!］论述了
用启发式算法或近似算法来获取其满意解的绝对必要性 ( 2@=?TJA等［U］指出了这类算法的本质是基于局部优
化原理：用某种启发式规则（如贪婪法［Q］）构造一初始的旅程安排，然后反复对它进行局部改进 ( OEP也是演
化计算领域中的一个热点，有关 OEP的演化算法研究可参阅文献［#，$］(
旅行商的路径为一个城市序列，它规定了访问城市的次序 "为了分析旅行商的路径性质，本文将旅行商

路径划分为两个部分：被旅行商访问的城市序列和指定旅行商避开的城市集合 "前者是有序的，而后者是无
序的 "为了便于定理的理解和证明，也为了明确阐述旅行商最短路径的生成过程，将出发和返回的城市单独
置于第 "列，而将 ! 个被访问城市安排成一个 ! 行和 ! 列的方阵：同一行上的 ! 个城市是相同的；同一列上
的 ! 个城市是两两不同的；规定旅行商第 # 个访问的城市在方阵的第 # 列上 "这样，依此从方阵中的第一列
到第 ! 列上分别取出一个城市，且任何两个被取出的城市位于不同的行，则 ! 个被取出的城市有序序列可
组成任一可能的旅行商完整路径 "由于本文讨论的是不对称旅行商问题，这样取出的城市序列就有 !！种 "
本文主要探讨了长度为（! M %）的最短路径的必要条件，为旅行商问题的算法研究提供基础 "

$ 符号和定义
有（! V %）个城市 $（"），$（%），⋯，$（!），若城市 $（ %）有一条直接的路径到城市 $（ &），则给定路径的长度

图 $ 顶点的布置
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’（ %，&）W V X，否则，’（ %，&）N V X " ’（ %，&）!’（ &，%）是允许
的，这里 %，&"［"，!］且 %! & "旅行商从城市 $（"）出发访问每
个城市一次且仅一次，然后回到城市 $（"）"如图 %所示，将 !
个城市 $（%），$（!），⋯，$（!）布置成一个 ! 行和 ! 列的方阵，
并将城市 $（"）置于第 "列 "
在图 %中，引入如下定义和符号 "
顶点：$（(&，&）为位于第 & 列和第 (& 行的城市，&"［%，!］，
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!"!［!，#］$为简化起见，用符号 %（ !"）表示 %（!"，"）$符号 !" 仅表示 %（ !"）所在行的编号 $另外，当 " " # 时，

!# " #，&# " #，’# " #，它们都为起始城市 %（#）的编号 $

!(：第 ( 列上顶点的集合 $
路径：$ %（!#），%（!!），⋯，%（!(）" ’!，’%，⋯，’) &，(!［!，# ’ !］，)!［!，# ’ (］，它表示旅行商从 %（ !#）

出发，避开城市 ’!，’%，⋯，’)（亦即，避开行 ’!，’%，⋯，’) 上的顶点），依次经过 %（!!），%（!%），⋯，%（!( ’ !），最后
到达 %（!(）$当 *# " 时，!*#!"，*，"!［#，(］；’*# ’"，*，"!［!，)］；且

｛!!，!%，⋯，!(｝$｛’!，’%，⋯，’)｝+ % （!）

｛!!，!%，⋯，!(｝&｛’!，’%，⋯，’)｝’｛!，%，⋯，#｝ （%）

其中，%表示空集 $
,(：到第 ( 列上所有顶点的路径 $ %（ !#），%（ !!），⋯，%（ !(）" ’!，’%，⋯，’) &的集合，这些路径都避开指

定的城市 ’!，’%，⋯，’) $
路径的权：定义路径 $ %（!#），%（ !!），⋯，%（ !(）" ’!，’%，⋯，’) &的权为旅行商从 %（ !#）出发，依次经过

%（!!），%（!%），⋯，%（!( ’ !）到达 %（!(）的路程，亦即

-（!#，!!，⋯，!(）+ (
(

" + !
.（!"/!，!"） （(）

定义 ! 如果
-（!#，!!，⋯，!(）+ )*+｛-（&#，&!，⋯，&(/!，!(）0 1 %（&#），%（&!），⋯，%（&(/!）"

!(，’!，’%，⋯，’) 2! ,(/!｝ （,）

则定义 $ %（!#），%（!!），⋯，%（!(）" ’!，’%，⋯，’) &为最短路径 $
旅行商访问第 ( 个城市前必须先访问第（( ’ !）个城市，因此，到第 ( 列上顶点的任一路径必须经过第

（( ’ !）列上的某一顶点 $用 $ %（!#），%（!!），⋯，%（!(）0 %（!( ’ !）" ’!，’%，⋯，’) &表示经过第（ ( ’ !）列上指定
顶点 %（!( ’ !）到第 ( 列上顶点 %（!(）的路径 $
定义 ! 如果

-（!#，!!，⋯，!(）+ )*+｛-（&#，&!，⋯，&(/%，!(/!，!(）0 1 %（&#），%（&!），⋯，%（&(/%）"
!(/!，!(，’!，’%，⋯，’) 2! ,(/%｝ （-）

则定义 $ %（&#），%（&!），⋯，%（&( ’ !），%（!(）0 %（&( ’ !）" ’!，’%，⋯，’) &为最短路径 $
因此，当 $ %（!#），%（!!），⋯，%（!( ’ !），%（!(）0 %（!( ’ !）" ’!，’%，⋯，’) &为最短路径时，若 $ %（!#），%（ !!），

⋯，%（!(）" ’!，’%，⋯，’) &为最短路径，则
-（!#，!!，⋯，!(）+ )*+｛-（&#，&!，⋯，&(/!，!(）0 %（&(/!）!!(/!｝ （.）

! 最短路径的必要条件

! $" 必要条件!
定理 !（必要条件!） 如果 $ %（ !#），%（ !!），⋯，%（ !# ’ !）" !# &是最短路径，则对于任一 (!［!，

# ’ %］，$ %（!#），%（!!），⋯，%（!(）"!( / !，!( / %，⋯，!# &是最短路径 $
证明 若 $ %（!#），%（!!），⋯，%（!(）"!( / !，!( / %，⋯，!# &不是最短路径，则另一条路径 $ %（ &#），%（&!），

⋯，%（&( ’ !），%（!(）"!( / !，!( / %，⋯，!# & 存在且满足
-（!#，!!，⋯，!(）2 -（&#，&!，⋯，&(/!，!(） （0）

注意到这 %条路径避开相同的城市集合，根据式（(）和式（0）产生
-（!#，!!，⋯，!#/!）2 -（&#，&!，⋯，&(/!，!(，⋯，!#/!） （1）

这与 $ %（!#），%（!!），⋯，%（!# ’ !）"!# &为最短路径的假设矛盾 $
! $! 必要条件"
为引入引理 !，首先定义以下命题 $
#$ $ %（!#），%（!!），⋯，%（!(）"!( / !，!( / %，⋯，!# &能被产生 $
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!" ! !（""），!（"#），⋯，!（"#）!"# $ #，"# $ %，⋯，"$ &是最短路径 %
#" ! !（""），!（"#），⋯，!（"#）& !（"# ’ #）!"$ &是最短路径 %
$" ! !（""），!（"#），⋯，!（"#）!"$ & 是最短路径 %
引理 % (")"*#+，#$［%，$ ’ #］%
证明 根据李小克［,］的推导，以下公式成立

（(" )" *# +）%（&+" )" *#’(） （-）
当&+成立时，需要考虑以下情况 %
情况 #：根据命题 *，路径 ! !（’"），!（’#），⋯，!（’# ’ #），!（"#）!"$ & 存在且满足式（,）%
情况 %：根据命题 )，最短路径 ! !（""），!（"#），⋯，!（"#）!’# $ #，’# $ %，⋯，’# $ ( &存在，这里

｛’#)#，’#)%，⋯，’#) (｝(｛"#)#，"#)%，⋯，"$｝ （#"）

且当 ( . #时，’# $ #)"$ %
对于情况 #，存在行 ’# $ #，’# $ %，⋯，’$ ’ #使得 ! !（’"），!（’#），⋯，!（ ’# ’ #），!（ "#）! ’# $ #，’# $ %，⋯，’$ ’ #，

"$ &也是一条路径，根据命题 )和式（,），

｛’#，’%，⋯，’#*#｝)｛"#，"%，⋯，"#*#｝ （##）

亦即 ｛’#)#，’#)%，⋯，’$*#｝*｛"#)#，"#)%，⋯，"$*#｝)+
否则 + !（’"），!（’#），⋯，!（’#*#），!（"#）! "#)#，"#)%，⋯，"$ ,

也是一条满足式（,）的路径，这与命题 )矛盾，因此，对于情况 #，’(成立 %
对于情况 %，! !（""），!（"#），⋯，!（"#）& !（"# ’ #）!’# $ #，’# $ %，⋯，’# $ ( &是最短路径，而 ! !（""），!（"#），

⋯，!（"# ’ #），!（"#）& !（"# ’ #）!"$ &不是，这与命题 *矛盾 %因此，没有情况 % %
引理 & 如果 ’ !（""），!（ "#），⋯，!（ "# ’ #）! "$ &为最短路径，那么对于任一满足 "#$［#，$］，-（ "# ’ #，

"#）! $ /和 "#,｛"#，"%，⋯，"# ’ #，"$｝的行 "#，! !（ ""），!（ "#），⋯，!（ "# ’ #），!（ "#）& !（ "# ’ #）! "$ &是最短

路径 %
证明 如果 ! !（ ""），!（ "#），⋯，!（ "# ’ #），!（ "#）& !（ "# ’ #）! "$ &不是最短路径，那么存在另一条路径

! !（’"），!（’#），⋯，!（’# ’ %），!（"# ’ #），!（"#）& !（"# ’ #）!"$ &满足

.（""，"#，⋯，"#）, .（’"，’#，⋯，’#*%，"#*#，"#） （#%）

从式（#%）的两边减去 -（"# ’ #，"#）后，得 .（""，"#，⋯，"# ’ #）& .（’"，’#，⋯，’# ’ %，"# ’ #），这与假设矛盾 %
定理 &（必要条件!） 最短路径 ! !（ ""），!（ "#），⋯，!（ "$ ’ #）! "$ &能被产生，则对于任一 #$［#，$ ’

%］，! !（""），!（"#），⋯，!（"#）!"$ &必须是最短路径 %
证明 ! !（""），!（"#）!"$ &是最短路径 %
假定 ! !（""），!（"#），⋯，!（"# ’ #）!"$ &是最短路径 %最短路径 ! !（ ""），!（ "#），⋯，!（ "$ ’ #）! "$ &能被

产生时：（(）根据定理 #，最短路径 ! !（""），!（"#），⋯，!（"#）! "# $ #，"# $ %，⋯，"$ &能被产生；（)）根据引理 %，

! !（""），!（"#），⋯，!（"#）& !（"# ’ #）!"$ &为最短路径 %
因此，根据引理 #，! !（""），!（"#），⋯，!（"#）!"$ &是最短路径 %

( 结 语

图 #中的顶点布置表明了旅行商最短路径的生成过程 0笔者将另文探讨用图来表示到每个顶点的所有
最短路径，从而获得一个新的 123算法 0
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