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摘要：用一个有向图表示旅行商避开某一城市到 %个顶点的所有最短路径，并在每条弧上定义一个
线性表，用以记录所有包含该弧的图，从而将判断某条弧和某个顶点是否应该存在于某个子图中的

最短路径上的问题转化为线性表的相关操作，进而讨论了图上的弧都在某一最短路径上的充要条

件，以及如何顺序产生第 %列到第 ! 列的顶点上的图，如何从这些图上搜索出近似最优解的方法 "
关键词：旅行商问题；最短路径；有向图；启发式算法
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本文沿用文献［%］的符号和定义 "在文献［%］的图 %中，每个顶点 #（ $%）上用一个图来表示旅行商避开一
个被访问城市 $! 到它的所有最短路径 "已知第 % - %列上的图，根据文献［%］提供的最短路径的必要条件，确
定第 % 列上的图，重复这一步骤，求出第 ! 列上的图 "
显然，这涉及动态规划的思想 "./00123等［!!4］运用动态规划原理讨论了旅行商的路径优化问题 " 506/3789:

等［+!$］研究了路径问题中的离散!连续优化方法的应用 "5;/3789:等［+，)］分析了动态规划应用于 <=>路径优化
的过程 (以上提及的动态规划在 <=>方面的应用基于 ./00123的最优性原理，而本文探讨的 <=>算法依据
文献［%］"

! 图和弧上的线性表
! "! 图 !（"（#$）! %%，%!，⋯，%&）的定义
用图 &（ #（$%）! ’%，’!，⋯，’(）来表示旅行商避开城市 ’%，’!，⋯，’! 到 #（$%）的全部最短路径，定义它为 !

个符号集合：顶点的集合!（ #（$%）! ’%，’!，⋯，’(）和弧的集合 )（ #（$%）! ’%，’!，⋯，’(），即
&（ #（$%）! ’%，’!，⋯，’(）*（!（ #（$%）! ’%，’!，⋯，’(），)（ #（$%）! ’%，’!，⋯，’(）） （%）

同理，定义由经过指定顶点 #（+% - %）到 #（$%）的全部最短路径的图：

&（ #（$%）, #（+%-%）! ’%，⋯，’(）*（!（ #（$%）, #（+%-%）! ’%，⋯，’(），)（ #（$%）, #（+%-%）! ’%，⋯，’(））（!）
仅当 #（$. - %）和 #（$.）是图 &（ #（$%）! ’%，’!，⋯，’(）中同一路径上的 !个相邻的顶点时，才存在一条从 #（$.）

到 #（$. - %）的弧［ #（ $.），#（ $. - %）］，#（ $.）称之弧尾，#（ $. - %）称之为弧头 "顶点 #（ $%）和 #（"）分别称之为图
&（ #（$%）! ’%，’!，⋯，’(）的源点（=9?@A/）和终点（B/876327693）"用"（ #（ $%）! ’%，’!，⋯，’(）表示 &（ #（ $%）! ’%，
’!，⋯，’(）的权，它等于到 #（$%）的最短路径的权 "
! "" 弧上的线性表
在 &（ #（$%）!$!）上的每一弧上定义一个线性表，用以记录它所属的图，从而将判断某条弧和某个顶点

是否应该存在于某个子图中的最短路径上的问题转化为线性表的相关操作 "
在文献［%］的图 %中，依次对第一行和第一列上的顶点到第 ! 行和第 ! 列上的顶点进行编号：%，!，⋯，

!! "这样，第 / 行和第 . 列上的顶点的编号为（ . - %）! C / "为 &（ #（+% - %）!$!）上的每一条弧［ #（ +.），#（ +. - %）］

建立一个线性表，记作 0（ #（+.），#（ +. - %）），线性表中数据元素为该弧所属子图源点的编号，按升序排列 "对
于 &（ #（+% - %）!$!）上顶点 #（ +1），用#（ +1）表示它的编号 "顶点的编号和顶点存在一一对应的关系，有时为
表示方便，用编号#（+1）代表顶点 #（+1）"
设 &（ #（+（$）/ ）!$!）为 &（ #（+% - %）!$!）上第 / 列上的第$个包含弧［ #（+.），#（+. - %）］的子图，/"［ .，% -
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!］，!!［!，"（ #）］，"（ #）!［!，$ " #］，亦即［ %（ &’），%（ &’ " !）］!(（ %（ &（!）# ）" )$），则［ %（ &’），%（ &’ " !）］上的线性
表为 *（ %（&’），%（&’ " !））$（"（&（!）’ ），"（&（!）’ % !），⋯，"（&（"（ ’ % !））

’ % ! ），⋯，"（ &（!）+ " #），⋯，"（ &（"（ + " #））
+ " # ），"（ &（!）+ " !）），这

里，"（&（!）’ ）$"（&’），"（&（!）+ " !）$"（ &+ " !）,令 *#（ %（ &#），%（ &# " !））$｛"（ &（!）# ），⋯，"（ &（"（ #））
# ）｝，则 *（ %（ &’），

%（&’ " !））可划分成以下子集：
*（ %（&’），%（&’-!））. *’（ %（&’），%（&’-!））# *’/!（ %（&’），%（&’-!））#⋯# *+-!（ %（&’），%（&’-!）） （&）

注意到线性表中数据元素两两相异，因此

*’（ %（&’），%（&’-!））# *’/!（ %（&’），%（&’-!））#⋯# *+-!（ %（&’），%（&’-!））. $ （’）

! 删除 !（"（#$ " !）"%&）中第 %$ 行上的顶点和弧

定理 " 01（ %（&+ " !）")$）上的任意一条弧［ %（ &’ " !），%（ &’ " #）］在到 %（ &+ " !）的最短路径上的充分必要
条件：当 ’!［#，+ " !］时，

*（ %（&’），%（&’-!））% *（ %（&’-!），%（&’-#）） （(）
’!［!，+ " #］时，存在弧［ %（&（!）’ % !），%（&’）］，［ %（&（#）’ % !），%（&’）］，⋯，［ %（&（"（ ’ % !））

’ % ! ），%（&’）］，且
*（ %（&’），%（&’-!））.｛"（&’）｝# *（ %（&（!）’ /!），%（&’））# *（ %（&（#）’ /!），%（&’））#⋯# *（ %（&（"（ ’ /!））

’ /! ），%（&’））
（)）

这里，"（ ’ % !）!［!，$ " #］,
证明：

#$ 必要性 ,假设 01（ %（&+ " !）")$）上的每条弧都在最短路径上，而［ %（&+ " !），%（&+ " #）］为 01（ %（&+ " !）"
)$）中的弧 ,
对于任一包含弧［ %（&’），%（&’ " !）］的最短路径 * %（&+），%（&!），⋯，%（ &+ " !）" )$ ,，%（ &’ % !），%（ &’ % #），⋯，

%（&+ " !）为包含［ %（&’），%（&’ " !）］和［ %（&’ " !），%（&’ " #）］的图的源点，但 %（&’ " !）为包含［ %（&’ " !），%（&’ " #）］而不
包含［ %（&’），%（&’ " !）］的图的源点，因此，式（(）成立 ,
因为［ %（&’），%（&’ " !）］在到 %（&+ " !）的最短路径上，［ %（&’），%（&’ " !）］必须属于第 + % !列上的一个或数个

子图 01（ %（&（!）’ % !）")$），01（ %（&（#）’ % !）" )$），⋯，01（ %（ &（"（ ’ % !））
’ % ! ）" )$），因而弧［ %（ &（!）’ % !），%（ &’）］，［ %（ &（#）’ % !），

%（&’）］，⋯，［ %（&（"（ ’ % !））
’ % ! ），%（&’）］存在 ,对于每一#!［!，"（ ’ % !）］，包含［ %（&（#）’ % !），%（&’）］的图也包含［ %（ &’），

%（&’ " !）］，而［ %（&’），%（&’ " !）］在以 %（&’）为源点的图上，但［ %（&（#）’ % !），%（&’）］不在，因此，式（)）成立 ,
%$ 充分性 ,令［ %（&’），%（&’ " !）］为 01（ %（&+ " !）")$）上的满足式（(）和式（)）的弧，要证明存在最短路径

* %（&+），%（ &!），⋯，%（ &+ " !）" )$ , , 01（ %（ &+ " !）" )$）上所有弧都满足式（(），因此存在弧［ %（ &’ " !），
%（&’ " #）］，［ %（&’ " #），%（&’ " &）］，⋯，［ %（&!），%（&+）］，且

*（ %（&’），%（&’-!））% *（ %（&’-!），%（&’-#））%⋯% *（ %（&!），%（&+）） （-）
01（ %（&+ " !）" )$）上所有弧都满足式（)），因此存在源点［ %（ &+ " !），%（ &+ " #）］，［ %（ &+ " #），%（ &+ " &）］，⋯，
［ %（&’ % !），%（&’）］，且

*（ %（&+-!），%（&+-#））% *（ %（&+-#），%（&+-&））%⋯% *（ %（&’），%（&’-!）） （.）
式（(）和式（)）产生最短路径 * %（&+），%（&!），⋯，%（&+ " !）")$ , ,
在 01（ %（&+ " !）")$）中，假设以 %（&’）为弧头的弧为［ %（&（$）’ % !），%（&’）］，$!［!，2］；以 %（ &’）为弧尾的弧为

［%（&’），%（ &（%）’ " !）］，%!［!，3］,为每条以 %（ &’）为弧尾的弧［ %（ &’），%（ &（%）’ " !）］建立一个参照表并初始化：
*4（ %（&’），%（&（%）’ " !））$$，%!［!，3］,对于每一［ %（ &（$）’ % !），%（ &’）］，检查是否存在弧［ %（ &’），%（ &（%）’ " !）］使
*（ %（&（$）’ % !），%（&’））% *（ %（&’），%（&（%）’ " !））,若存在，则将 *（ %（ &（$）’ % !），%（ &’））并入相应的 *4（ %（ &’），%（ &（%）’ " !））；
若不存在，则删除［ %（&（$）’ % !），%（&’）］,每条以 %（&’）为弧头的弧必须与所有以 %（&’）为弧尾的弧进行比较，以确
定它是否并入后者对应的参照表 ,完成比较后，检查每一 *4（ %（ &’），%（ &（%）’ " !））是否仍为空集 ,若为空集，则删
除［ %（&’），%（&（%）’ " !）］；若不为空集，则使 *（ %（&’），%（&（%）’ " !））$ *4（ %（&’），%（&（%）’ " !））,

& 生成图 !（"（%& " !）"%&）

依次生成 0（ %（)!）")$），0（ %（)#）")$），⋯，0（ %（)$ " !）")$）,首先生成第一列上顶点的图 0（ %（ )!）"
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!"）#当 $（!，!"）# $ %时，对于每一 !"!［"，"］，只要 !"" !"，则 # %（!），%（ !"）# !" &为最短路径，其权重
&（!，!"）’ $（!，!"）#在这种情况下，!（ %（ !"）# !"）’｛%（!），%（ !"）｝；’（ %（ !"）# !"）’｛［ %（ !"），%（!）］｝；

"（ %（!"）#!"）’ &（!，!"）；(（ %（!"），%（!））’（#（!"））#
若 $（!，!"）’ $ %，则"（ %（!"）#!"）’ $ %，这时，)（ %（!"）#!"）不存在 # 当 *!［(，" ) "］时，现给定第

（* ) "）列上顶点的所有的图 )（ %（+* ) "）#!"）#当 !*" +* ) "且 ! # $（ +* ) "，!*）# $ %时，应用上一节提出的
方法，删除 )（ %（+* ) "）#!"）上第 !* 行上的顶点以及由此导致的那些不在最短路径上的顶点和弧，从而获得
)（ %（+* ) "）#!"）的一个子图 ),（ %（ +* ) "）# !"）#如果 %（ +* ) "）在 )（ %（ +* ) "）# !"）上仍与 %（!）连通，则
)（ %（!*）- %（+* ) "）#!"）生成如下：

!（ %（!*）- %（+*."）# !"）/｛%（!*）｝$!,（ %（+*."）# !"） （*）
’（ %（!*）- %（+*."）# !"）/｛［ %（!*），%（+*."）］｝$ ’,（ %（+*."）# !"） （"!）

"（ %（!*）- %（+*."）# !"）/"（ %（+*."）# !*）0 $（+*."，!*） （""）
(（ %（!*），%（+*."））/（#（!*）） （"(）

完成 )（ %（!*）- %（+* ) "）#!"）后，初始化 )（ %（ !*）# !"）：!（ %（ !*）# !"）’%，’（ %（ !*）# !"）’% #置"
（ %（!*）#!"）’ +,-｛"（ %（!*）- %（+* ) "）# !"）- %（ +* ) "）!$* ) "｝#若"（ %（ !*）- %（ +* ) "）# !"）’"（ %（ !*）# !"），
则将 )（ %（!*）- %（+* ) "）#!"）并入 )（ %（!*）#!"）：

!（ %（!*）# !"）$!（ %（!*）- %（+*."）# !"）&!（ %（!*）# !"） （".）
’（ %（!*）# !"）$ ’（ %（!*）- %（+*."）# !"）&’（ %（!*）# !"） （"/）

对于每一［ %（+1），%（+1 ) "）］!’（ %（!*）- %（+* ) "）#!"），若它已存在于 ’（ %（ !*）# !"），则将这 (条相同的
弧上的 (个线性表的并集作为 ’（ %（ !*）# !"）中该弧的线性表；若它不存在于 ’（ %（ !*）# !"），则［ %（ +1），
%（+1 ) "）］在 ’（ %（!*）- %（+* ) "）#!"）中的线性表就是它在 ’（ %（ !*）# !"）中的线性表 #当"（ %（ !*）# !"）’
$ %时，)（ %（!*）#!"）不存在 #重复以上步骤，生成到第 " ) "列上的图 )（ %（!" ) "）#!"）#

! 近似最优解搜索
! #" 生成 !（"（#$））
用 # %（!!），%（!"），⋯，%（!"）&表示到第 " 列上顶点 %（!"）的路径 #
当 &（!!，!"，⋯，!"）’ +,-｛&（ +!，+"，⋯，+" ) "，!"）- # %（ +!），%（ +"），⋯，%（ +" ) "）# !" &! 2" ) "｝时，定义

# %（!!），%（!"），⋯，%（!"）&为最短路径 #图 )（ %（ +"））由到 %（ +"）的全部最短路构成，它定义为 (个符号集
合：顶点的集合!（ %（+"））和弧的集合 ’（ %（+"）），亦即 )（ %（+"））’（!（ %（+"）），’（ %（+"）））#
用图 )（ %（ +"）- %（ 3" ) "））表示经过 %（ 3" ) "）到 %（ +"）的全部最短路径 #当 $（ 3" ) "，+"）# $ %时，生成

)（ %（+"）- %（ 3" ) "））如下：

!（ %（+"）- %（ 3"."））/｛%（+"）｝$!（ %（ 3"."）# +"） （"0）
’（ %（+"）- %（ 3"."））/｛［ %（+"），%（ 3"."）］｝$ ’（ %（ 3"."）# +"） （"1）

"（ %（+"）- %（ 3"."））/"（ %（ 3"."）# +"）0 $（ 3"."，+"） （"2）
(（ %（+"），%（ 3"."））/（#（+"）） （"3）

对于每一［ %（ 31），%（ 31 ) "）］!’（ %（+"）- %（ 3" ) "）），在 (（ %（ 31），%（ 31 ) "））中的最后一个元素后插入#（ +"）#
置"（ %（+"））’ +,-｛"（ %（+"）- %（ 3" ) "））- %（ 3" ) "）!$" ) "｝#如果"（ %（+"）- %（ 3" ) "））’"（ %（ +"）），将 )（ %（ +"）-
%（ 3" ) "））并入 )（ %（+"））：!（ %（+"）- %（ 3" ) "））$!（ %（ +"））&!（ %（ +"））；’（ %（ +"）- %（ 3" ) "））$ ’（ %（ +"））&
’（ %（+"）），同时将 )（ %（+"）- %（ 3" ) "））中的所有线性表并入 )（ %（+"））#
! ## 搜索最优解
如果在第 " 列至少存在一个顶点 %（+"），满足"（ %（+"））# $ %和 $（+"，!）# $ %，则旅行商访问的第 "

个城市取决于"（ %（!"））’ +,-｛"（ %（+"））$ $（+"，!）- %（+"）!$"｝#
定理 # )（ %（!"））上存在最短路径 # %（ !!），%（ !"），⋯，%（ !"）&的充分必要条件：存在一个弧的系列

［ %（!"），%（!" ) "）］，［ %（!" ) "），%（!" ) (）］，⋯，［ %（!"），%（!!）］，且

#（!"）! ("（ %（!"），%（!"."）） （"*）

#（!"."）! ("."（ %（!"."），%（!".(）），#（!"）! ("（ %（!"."），%（!".(））；⋯； （(!）
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!（!!）! "!（ #（!!），#（!"）），!（!#）! "#（ #（!!），#（!"）），⋯，!（!$）! "$（ #（!!），#（!"）） （#!）
证明：

!" 必要性 %假设 &（ #（!$））上存在最短路径 $ #（ !"），#（ !!），⋯，#（ !$）% % ’ & $ 时，弧［ #（ !$），#（ !$ ’ !）］
存在，"（ #（!$），#（!$ ’ !））& "$（ #（ !$），#（ !$ ’ !））&（!（ !$）），因此!（ !$）! "$（ #（ !$），#（ !$ ’ !））%假设 ’ & (
时，存在［ #（!(），#（ !( ’ !）］，且!（ !(）! "(（ #（ !(），#（ !( ’ !）），!（ !( ( !）! "( ( !（ #（ !(），#（ !( ’ !）），⋯，!（ !$）!
"$（ #（!(），#（!( ’ !）））%
当 ’ & ( ’ !时，因为 $ #（ !"），#（ !!），⋯，#（ !$）% 是最短路径，因此弧［ #（ !( ’ !），#（ !( ’ #）］存在，且以

#（!( ’ !），#（!(），⋯，#（ !$ ’ !）为源点的图的子图 &（ #（ !( ’ #）" !$）存在，亦即 "（ #（ !( ’ !），#（ !( ’ #））满足：

!（!( ’ !）!"( ’ !（ #（!( ’ !），#（!( ’ #）），!（!(）! "(（ #（ !( ’ !），#（ !( ’ #）），⋯，!（ !$）! "$（ #（ !( ’ !），#（ !( ’ #）））%因此，
’ & ( ’ !时成立 %

#" 充分性 % (!［!，$］，弧［ #（ !(），#（ !( ’ !）］存在，且满足!（ !(）! "(（ #（ !(），#（ !( ’ !）），!（ !( ( !）! "( ( !

（ #（!(），#（!( ’ !）），⋯，!（!$）!"$（ #（ !(），#（ !( ’ !）））%对于任一 (!［!，$］，$ #（ !"），#（ !!），⋯，#（ !( ’ !）" !(，
!( ( !，⋯，!$ %是最短路径，$ #（!"），#（!!），⋯，#（!$ ’ !）"!$ %是最短路径，因此 $ #（ !"），#（ !!），⋯，#（ !$）%
是最短路径 %
顺着弧的指向，按下列顺序搜索解：［ #（!$），#（!$ ’ !）］#［ #（!$ ’ !），#（!$ ’ #）］#⋯#［ #（!!），#（!"）］%

$ 结 语

被避开的城市 !’ ( !，!’ ( #，⋯，!$ 有 )’
$种组合，亦即第 ’ 列上图的总数最多达 )’

$ %显然，当城市数很大时
要获得每一组合对应的图是困难的 %因此，本文讨论图 &（ #（!’）"!$）的数目 %每列上只有 $ 个顶点，!$!［!，
$］且 !$$!’，因此，每个顶点上最多有 $ ’ !个图，每一列上最多有 $ )（$ ’ !）个图 %根据文献［!］，只需要获
得图 &（ #（!’）"!$）而不是图 &（ #（!’）"!’ ( !，!’ ( #，⋯，!$）%
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