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相对因子宽度与可 !!因子分解矩阵
王海鹰

（河海大学理学院，江苏 南京 !$""%’）

摘要：设 ! 是实数集 !的一个非空子集，如果存在 ! 上的矩阵"，使得 # ) ""*，则称 # 是可 !!因
子分解的 "对于一个实对称矩阵 #，如果存在一个最小正整数 # 以及实矩阵（长方形）$，使得 # )
$$*，且 $ 的每一列至多只有 # 个非零元素，则称 # 的因子宽度为 # "利用可 !!因子分解矩阵的 !!
秩以及因子宽度，引入相对因子宽度的定义，给出了一些可｛"，$｝!因子分解矩阵的相对因子宽度与
因子分解之间的关系，最后利用 !!秩和相对因子宽度，刻画了一类矩阵 "
关键词：相对因子宽度；可 !!因子分解；!!秩；对角占优
中图分类号：+$,$ 文献标识码：- 文章编号：$"""!$%’"（!"".）"!!"!//!",

若 # 是一个对称正定矩阵或对称半正定矩阵，总存在 # 的分解 # ) ""*，其中 " 可以是方阵也可能是
列数多于行数的长方形矩阵 "在数值计算中常遇到对称正定或半正定矩阵的分解 "如，对任意的对称正定矩
阵 # 存在 01234567分解：

# % &&*

式中 & 为下三角矩阵 "而 01234567 分解可用于求线性方程组的解，因此矩阵的该类分解得到了广泛研
究［$!&］"
设 # 是一个实对称矩阵，如果存在一个最小正整数 # 以及实长方形矩阵$，使得 # ) $$*，且 $ 的每一

列至多只有 # 个非零元素，则 # 称为# 的因子宽度（89:;2< =>?;1），记为 $%（#）) #［!］" @2A9B等［!］引入因子
宽度的概念并对这种矩阵的因子宽度进行了深入研究，证明了矩阵 # 的因子宽度为 !的充要条件是 # 为一
个对称 ’ C!矩阵，同时给出了一些矩阵因子宽度的下界 "
设 ! 是实数集 !的一个非空子集，如果 # ) ""*，其中 " )［ &’(］，&’(! !，则称 # 是可 !!因子分解（DE

89:;2<>F9G34）的 "在 # 的 !!因子分解中存在矩阵 "，其列数最小，则该最小列数称为矩阵 # 的 !!秩，记为 <9B6!

#［$］"显然，如果 !")"*，且 # 是可 !!因子分解的，则 # 亦是可 )!因子分解的，且 <9B6! ##<9B6) # "特别
地，当令 ! )｛"，$｝时，则可以讨论矩阵 # 何时可｛"，$｝!因子分解 "文献［!］主要讨论了矩阵可｛"，$｝!因子分
解的条件，对 !，/阶正矩阵以及某些 &阶矩阵给出了可｛"，$｝!因子分解的条件，证明当 # ) #*!+, H ,

C ，且对

角占优时，一定可｛"，$｝!因子分解，并有 <9B6｛"，$｝# ) /
! ;<# I $

!!，其中 ;<# 为 # 的迹，!为 # 所有元素之

和［$］"对角占优矩阵、正矩阵、矩阵的非负因子等与矩阵因子分解有关的问题，见文献［, J $"］"
本文结合文献［$］给出的 !!秩及文献［!］给出的因子宽度引入相对因子宽度的概念，对一些可｛"，$｝!因

子分解的矩阵 # 给出其相对因子宽度的下界，对某些对称的对角占优矩阵讨论了相对因子宽度与因子宽度
之间的关系，并且利用相对因子宽度，!!秩刻画了一类实对称矩阵 "

" 因子宽度与相对 !!因子宽度
定义 " 设 ! 是实数集 !的一个非空子集，# 是可 !!因子分解的实矩阵，如果存在一个最小正整数 -，

使得在 # 的所有最小列数的 !!因子分解 # ) $$*中存在一个矩阵 $，其每列所含的非零元素不超过 -，则
称 - 为# 的相对 !!因子宽度，记为 *$%!（#）) -，显然有 $%（#）$*$%!（#）"
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例 ! 设 ! !
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不难看出 *+,-｛)，%｝! ! %)，"#$｛)，%｝（!）! $，因此 #$（!）!$ %
命题 ! 设 ! 是对称半正定可｛)，%｝!因子分解的矩阵，则!.+/（!）!（*+,-｛)，%｝!）"#$｛)，%｝（!），其中!.+/

（!）为 ! 的最大特征值 %
证明 设 ! ! ##(是 ! 的最小列数｛)，%｝!因子分解 %若 *+,-｛)，%｝! ! &，设 # !［$%，$#，⋯，$&］，则

! !［$%，$#，⋯，$&］［$(%，$(#，⋯，$(&］( ! $% $(% ’ $# $(# ’ ⋯ ’ $&$(&
显然 $(")，( ! %，#，⋯，&；因此 $($((的非零特征值是!( ! $(( $(，又由于是｛)，%｝!因子分解，故!( 为 $( 中非零

元素的个数，这样 .+/
%

%(（$($((）%
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!!(，( ! %，#，⋯，&，于是
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!( !（*+,-｛)，%｝!）"#$｛)，%｝（!）

例 %中的 ! !
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%由命题 %及例 %的结果，可以得到 ) 0!.+/（!）!$) %

推论 ! 设 ! ! !($)* 1 *
2 ，且 ! 为对角占优的，记 3*! 为! 的迹，"为! 的所有元素之和，则

!.+/（!）!
$
# 3*! + %

#( )" "#$｛)，%｝（!）

证明 由文献［%］的定理 $4%和命题 %可得 %

例 " 设 ! !
$ % %
% $ %
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，则 ! ! !($)$ 1 $

2 ，并且对角占优，不难得到
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则［%］ *+,-｛)，%｝! ! $
# 3*, + %

#" ! ’ "#$｛)，%｝（!）! #

而 ! 的特征值分别是 "，#，#，因此有!.+/（!）! "!’ 1 # ! %# %
另一方面，由文献［#］知一个对称半正定对角占优矩阵的因子宽度至多是 #，而因子宽度为 %的实对称

半正定矩阵一定是对角矩阵，由此可得 #$（!）! #，所以 #$（!）! "#$｛)，%｝（!）! # %
一般说来，对一个实对称半正定可｛)，%｝!因子分解的矩阵 !，有 #$（!）!"#$｛)，%｝（!），对于实对称半正

定对角占优矩阵 ! !［-(.］，可以得到如下结果 %为此，设 / ! /%%/#，则

/% !｛-(. ( 0 .，-(. " )，%! ( 0 . ! *｝ /# ! -(( -(( +#
*

." (
-(. " )，( ! %，#，⋯，{ }* （%）

定理! 设对称对角占优矩阵 ! ! !($)* 1 *
2 ，/ 如式（%）定义，如果 *+,-" 2

! ! / ，其中 / 表示 / 中元
素的个数，则 #$（!）! "#$" 2

（!）%
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证明 设 !! 为第 ! 个元素是 !、其他元素是 "的列向量，则可以将 " 表成秩为 !的矩阵之和，即

" " !
#

! " !
$!! %!

&" !
$( )!& !!!#& ’!

! ( &
$!&（!! ’ !&）（!! ’ !&）# （$）

由于 " 是对角占优的，且 "### % #
& ，故上述表达式中每一个秩为 !的矩阵前的系数非负 )

令 $! " $!! %!
&" !

$$ !&!!，! ’ !，$，⋯，#，$!& ’ $$ !&（!! & !&），!% ! ( &%#，取

&% "［$!，⋯，$#，$!$，⋯，$!#，$$)，⋯，$$#，⋯，$#%!，#］

如果 $!! %!
&" !

$$ !& " "或者 $!& ’ "，!% ! ( &%#，则将 $! 或 $!&从’* 中删去，这样得到的矩阵记为 %，于是

有 " ’ %%#，而 % 的列数等于 + )故由上述构造的矩阵 % 是 " 的一个最小列数的 & &!因子分解，假设知
*+,-, &

" ’ + ，而当 " 是对角矩阵时 ,-., &
（"）’ -.（"）’ ! )当 " 不是对角矩阵时，至少有一个 $!&""，所

以 ,-., &
（"）’ -.（"）’ $ )

例 ! 设 " ’
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& 是对角占优的，不难得到
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故 *+,-/ &
" ’ ) )另一方面可得 ,-./ &

（"）’ ) )由文献［$］知 -.（"）’ $ )

又因
)
$ 1*" 2 !

$!’ 3，所以 *+,-｛"，!｝" ’ 3 )于是有
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因此 ,-.｛"，!｝（"）’ $ )
例 )说明，存在矩阵 "，使得 -.（"）( ,-.0（"）)此外若 0!(0，但不一定有 ,-.0（"）%,-.0!

（"）) 因
此相对因子宽度与因子宽度既有联系但又是两个不同的概念 )

" 相对因子宽度对矩阵的刻画

引理 # 设 " ’ "## /# % #
& ，" ’［ $!&］，$!!% #，$!&""，!，& ’ !，$，⋯，#，如果 *+,-｛"，!｝" ’ #（# & !）

$ ，

,-.｛"，!｝（"）’ $，则 $!! ’ #，! ’ !，$，⋯，# )

证明 因为 *+,-｛"，!｝" ’ #（# & !）
$ ，,-.｛"，!｝（"）’ $，故 " 有一个最小列数为#（# & !）

$ 的｛"，!｝!因子分解

" ’ %%#，且 % 的每一列的非零元素至多是 $个 )

设 % ’［1!&］，则 $!& ’ 1!!，⋯，1!2，⋯，1!#（# & !）[ ]$
1&!，⋯，1&2，⋯，1&#（# & !）[ ]$

#
，又因为 $!&""，故不难得到在

1!!，⋯，1!2，⋯，1!#（# & !）[ ]$ （ ! ’ !，$，⋯，#）中至少应有 # 2 !个非零元素，因此 $!!)# 2 !（ ! ’ !，$，⋯，#）)下

面证明 $!! ’ #（ ! ’ !，$，⋯，#）)
事实上，如果有某 $!! ’ # 2 !，不妨设 $!! ’ # 2 !，并且设 % 的第一行的前 # 2 !个元素都为 !，则后面的

元素一定全为 "，否则可以通过交换 % 的列向量得到 )由于 $!&""，因此 % 的第二行的元素中至少有一个非

零元素在前 # 2 !个元素中出现 )由于 $$$%#，故在 % 的第二行后面的#（# & !）
$ 2（# 2 !）个元素中至多只有

# 2 !个非零元素 )不妨设该 # 2 !个非零元素在第 # 个元素至第 # 2 ! &（# 2 !）个元素中出现，否则通过交
换 % 的列向量得到 )相同的讨论可知，% 的第 )行中至少有 $个非零元素出现在前 $# 2 $个元素中，又因为
$))%#，故可以知道第 )行至多只有 # 2 $个非零元素出现在第 $# 2 !个元素至第 # 2 ! &（ # 2 !）&（ # 2 $）
个元素中 )如此讨论下去，% 的第 # 行中至少有 # 2 !个非零元素出现在前 # 2 ! &（ # 2 !）&（ # 2 $）&⋯ &
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（! !（! ! "）# "）$ !（! # "）
% ! %个元素中，而 "!!! !，故后面至多只有一个非零元素 #这样一来，! 的最后

两列中只有一列可能在第 ! 行有非零元素，而另一列的所有元素全是零，这与已知 &’()｛*，"｝" $ !（! # "）
% 的

假设矛盾，因此 "$$ $ !（ $ $ "，%，⋯，!）#
定理 ! 设 " $ "+"#! , !

# ，" $［"$%］，"$$!!，"$%#*，$，% $ "，%，⋯，!，

则 &’()｛*，"｝" & !（! ’ "）
% ()*｛*，"｝（"）& %$" &
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证明 “%”因为 &’()｛*，"｝" $ !（! # "）
% ，且 ()*｛*，"｝（"）$ %，故 " 存在一个最小列数为!（! # "）

% 的｛*，"｝!

因子分解 " $ !!+，且 ! $［+$%］，其每列的非零元素不超过 %个 #又因为 "$$!!，$ $ "，%，⋯，!，由引理 "可得
"$$ $ !（ $ $ "，%，⋯，!），因此 ! 的每一行中元素为 "的个数恰为 ! #下面证明当 $# % 时 "$% $ "，$，% $ "，%，⋯，

! #事实上，如果存在某个 "$%#"，$# %，不妨设 ""%#"，总可以假设 +""，⋯，+"!，⋯，+"!（! # "）[ ]% 的前 ! 个元素
不为零，否则总可以通过交换 ! 的列向量得到 #由于 ""%#"，因此 ! 的第 %行的前 ! 个元素中至少有 %个元

素不为零，又因为 ()*｛*，"｝（"）$ %，"$%#*，故在 ! 的第 %行中后面的 !（! # "）
% ! ! 个元素中非零元素至多有

! ! %个 #不妨设这些元素在［+%（! # "），⋯，+%（%! ! %）］之中出现，否则可以通过交换 ! 的列向量而达到目的 #同

理由于 "$%#*，! 的第 -行中至少有 %个非零元素出现在前 %! ! %个元素中，故在后 !（! # "）
% !（%! ! %）个

元素中至多只有 ! ! %个元素非零，不妨设这些非零元素出现在［ +-（%! ! "），⋯，+-（-! ! .）］之中 #如此讨论下去，

可得 ! 的第 ! 行元素中至少有 ! ! "个非零元素在前 !（! # "）
% ! %个元素中出现，而在 ! 的最后 %列中至多

只有 "列可能含有元素非零，这与 &’()｛*，"｝" $ !（! # "）
% 的假设矛盾 #因此 "$% $ "，$# %，$，% $ "，%，⋯，! #所以
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，" 为 ! 阶对称矩阵 #由于 -
% /&" ! "

%!$ !（! # "）
% ，由文献［"］知

&’()｛*，"｝" & !（! ’ "）
%

再由定理 "的证明，令 $$ $ %$，$ $ "，%，⋯，!；$$% $ %$ # %%，"! $ 0 %!!，作出矩阵
! &［$"，⋯，$!，$"%，⋯，$"!，⋯，$!,"，!］

则 " $ !!+是 " 的一个最小列数的｛*，"｝!因子分解，此时有 ()*｛*，"｝（"）$ )*（"）$ % #得证 #
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《河海大学学报（哲学社会科学版）》征订启事
（+)IQ Y FTQF Z +，[**)FPJF Y HGJK，季刊，自办发行）

《河海大学学报（哲学社会科学版）》以马列主义、毛泽东思想、邓小平理论和“三个代表”重要思想为

指导，坚持实事求是的思想路线，贯彻“双百”方针，弘扬时代主旋律，理论联系实际，为社会主义物质文

明与精神文明建设服务 .
《河海大学学报（哲学社会科学版）》为哲学与社会科学类学术期刊，主要刊登哲学、政治学、文学、语

言学、法学、社会学、心理学、经济学、管理学、高等教育学等社会科学方面的研究成果、学术论文、综述等

学术性文章 .本刊可供上述有关专业的研究人员、管理人员和大专院校师生阅读与参考 .《河海大学学报
（哲学社会科学版）》为中国学术期刊（光盘版）入编期刊与中国学术期刊网入编期刊 .
《河海大学学报（哲学社会科学版）》由河海大学主办，每季末出版，国内外公开发行 . QKKJ年每本定
价 T元，每本邮费 F元，全年订费 QH元 .欢迎广大读者直接向编辑部订阅 .联系地址：南京市西康路 F号
《河海大学学报（哲学社会科学版）》编辑部，邮政编码：QFKKG! .联系电话：KQT!!IJ!PIJP .
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