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关于非线性方程条件数的注记

刘玉霞，周继东

（河海大学理学院，江苏 南京 !%""&’）

摘要：对于一般的非线性方程组的条件数，先根据矩阵范数的连续性给出了闭凸集上范数的有界性

结论，再由范数的有界性和函数的 !!可微性得出了其界的估计结果；对于方程组系数是方阵的情
形，由范数有界性给出了一般性结论 (
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方程组的条件数对于判别方程组解的稳定性是极其重要的 "对于线性方程组的情形已经有了比较完美
的结果，而对于非线性方程组的情形，至今未有系统的研究 "文献［%］讨论了矩阵条件数达极小的条件；文献
［!］讨论了范数的可逆方阵条件数达极小的性质；文献［,］讨论了长方矩阵在 #（#!!，%"#"-）范数意义下
达极小的一系列性质；文献［.］讨论了矩阵谱条件数的估计；文献［$］介绍了线性方程组系数矩阵条件数，并
对方程解的稳定性进行了刻画 "本文在线性的基础上进一步讨论了非线性方程组的条件数，并对其界进行了
估计 "

! 概念和引理
引理 !［$］ 设 !" / # 为 $% 上的线性方程组，$" / % 为其扰动方程，其中 !# &（$%）为非奇异矩阵，"#

$%，##$%，%#$%，$#&（$%）且满足$! 0 %$$$ 0 !$ 1 %，由矩阵摄动引理知 $ 是非奇异的，且对 #!"，
解 "% / ! 0 %#，&% / $ 0 % % 满足以下估计：
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其中 (（!）/$! 0 %$$!$为 ! 在某种范数下的条件数 "
概念：设 * / $%，+ / $,，对任意映射 (：-&*’+，闭子集 .&-，定义 ( 的条件数 (（(，.）如下：

(（(，.）/ !
（(，.）0"（(，.） 若 " 1"（(，.），!（(，.）1 -
-{ 其余情形

其中，"（(，.）/ 234｛2#［"，-）；$(" 0 (&$( 2$" 0 &$，)"，&#.｝；!（(，.）/ 567｛2#［"，-］；$(" 0
(&$" 2$" 0 &$，)"，&#.｝"
设非线性方程为

(" ) # （!）
其扰动方程为 *" ) % （,）
其中 (：*’+，*：*’+，( 与* 在下列意义下充分接近：在某个集合 . 上 ( 和 * 的差 + 满足 +" / (" 0
*"，+：.&*’+，且对任意 "#.，+ 有充分小的 85429:5;<范数 "
在以上假设下，文献［#］给出如下结论：
引理 " 设 (：-(&*’ +，*：-*&*’ + 给定，. 为 -(*-* 的闭子集，在 . 上有 (（(，.）1 -，且

!（+，.）1"（(，.），若方程（!），（,）分别有解 "%，&%，则它们在 . 中唯一且对)""#.，""!"%有估计式：
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引理!［$］ 设 %：&$’(%’"在闭凸集 #$& 的每一点都是 )!可微的，那么对任何两点 !，"&#，存在
*&（!，"），使得 %（"）% %（!）& % +（! ’ *（" % !））（" % !）,
引理 "［(］ 设 -"，-)，⋯，- }{ ( 是线性赋范空间 . 中的一个线性无关组，则对任意选定的一组标量""，")，

⋯，"( 必存在一个正常数 #，使得

!"" -" $") -) $ ⋯ $"(-(!’ #（ "" $ ") $ ⋯ $ "( ）

# 主 要 结 论
定理 $ 假设 # 的分量函数为 %"，⋯，%/，# 在闭凸集 #$& 的每一点 )!可导，则存在 *"，⋯，*/&（!，"），

使得对任意 !，"&#，#" % #! & (（!，"）（" % !）成立，其中
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证明 对于 # 的每个分量函数分别运用引理 *的结论即可得证 ,
定理 # 设 # 在闭凸集 #$ & 中每一点 )!可微，且 #)（ !）在 # 上连续，则对任意矩阵范数!·!，

!(（!，"）!有界 ,
证明 由于 #)（!）在 # 上连续，则 %+1在 # 上连续，事实上，设 #+在任意一点 !!&# 连续，即对(#+ !，

)$+ !，!&#，有!#+（!）% #+（!!）! ,#，由范数等价性知，不妨取!#+（!）% #+（!!）!" ,#，即
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也即 -./
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*1［ %3（!）! %3（!!）］ 2#，所以-./

1，3
*1［ %3（!）! %3（!!）］ 2#,故对任意的 1，3 有 *1［ %3（!）!

%3（!!）］ 2#，所以*1 %3（!）在 !!处连续，所以 % +1在!!处连续，由于 !!的任意性，% +1在#上连续，由 % +1在闭

凸集 # 上连续可知 % +1在 # 上有界，从而 #+（!）在 # 上有界，所以存在 /，4，!# / # 4 2 0，使得 / #
!(（!，"）!# 4 ,证毕 ,
定理 ! 对于方程（)）和（*），若 #，* 为 )!可微的，则存在正常数 5 使得 "（#，#）#5 ,
证明 对于方程（)）和（*），若 #，* 为 )!可微的，则由定理 "可知：
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对于 !，"&’(，! &（-"，-)，⋯，-(）1，" &（6"，6)，⋯，6(）1，由引理 #可知存在正常数 # 使得
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其中!"，!)，⋯，!( 为(（!，"）的 ( 个列向量 ,
再由范数的等价性可知存在正常数 7，使得对任意的!·!有：!(（!，"）（" % !）!’7!" % !!，所以

7 # !
#" & #!!
!" & !! 0 !(（!，"）（" & !）!

!" & !!
所以由上面的讨论可知：
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所以有 # #!（!，$） ! !"（!，$）

所以据 !%（$）的连续性及范数的连续性可知 &（!，$）!
#
!，取 ’ ! #

!，证毕 (

对于 ) ! *，且 %（$，"）可逆时有以下进一步的结论：

推论 设 %（$，"）的逆为 % " #（$，"），则存在正数 + 和,，使得 #
+!
"%（$，"）（" " $）"
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证明 由定理 $可知 %（$，"）及 % " #（$，"）有界，则存在 %!-!, 和 %! .!+，使得 -!"%（$，"）"!
,，.!"% " #（$，"）"!+ (
由于
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