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灰色马尔可夫链模型的改进及其应用
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摘要：将灰色模型与马尔可夫链方法相结合，建立了灰色马尔可夫链预测模型，并对该模型进行了

改进 (采用滑动转移概率矩阵，并依据广西合面狮水库 %" )的年最大洪水流量预测以后 ! )的年最
大洪水流量范围 (结果表明，采用改进的灰色马尔可夫链模型，可比较准确地预测随机波动性较大
的水文数据序列的范围 (
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灰色预测［%］的主要特点是模型不采用原始数据序列，而采用生成的数据序列 (对于序列较短并具有明确
上升趋势的数据来说，这种预测可以取得较好的预测效果［!］(
本文首先将灰色模型与马尔可夫链方法相结合，建立灰色马尔可夫链预测模型，并对该模型进行改进，

然后采用滑动转移概率矩阵，并依据广西合面狮水库 %" )的年最大洪水流量预测以后 ! )的年最大洪水流量
范围［/!.］(

! 灰色模型 "#（!，!）
令 !（"）0｛!（"）（"） !（"）（"）!"，" 0 %，!，⋯，#｝，其中 !（"）（"）为某水文序列的第 " 个实测值 $为构造一

个满意的系统模型，对 !（"）做一次累加生成数列 !（%）0｛!（%）（"） !（%）（"）!"，" 0 %，!，⋯，#｝，其中 !（%）（"）

% "
"

& % %
!（"）（&），并建立相应模型

1!（%）
1 ’ ( )!（%） % * （%）

用最小二乘法求解 )，*，其白化形式的微分方程离散解为

+!（%）（ , ( %） (% !（"）（%）- * )) 2- ), ( *
) （!）

累减还原即可得到灰色模型 34（%，%）：

+!（"）（ , ( %）% +!（%）（ , ( %）- +!（%）（ ,）%（% - 2)） !（"）（%）- *( )) 2- ), （/）

$ 马尔可夫链方法

.,/（"）表示系统从状态 , 经 " 步状态转移到达状态 / 的概率，此时转移概率与初始时刻无关，!" 表示 "

步转移概率矩阵 $状态的 " 步转移概率 0,/ 0
#,/
1,·
，其中 #,/表示状态 , 经过 " 步转移到状态 / 的次数 $从而可求

得 " 步转移概率矩阵［$］$设有限状态齐次马尔可夫链的初始分布为 !（"）0（ 0"（%），0"（!），⋯，0"（ #）），则 "
时刻的绝对分布为

!（"）%（0"（%），0"（!），⋯，0"（#））!" （.）
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! 改进的灰色马尔可夫链模型

! !" 一般灰色马尔可夫链模型
首先根据 !"（#，#）模型求出水文序列相应的拟和值 "#（$）（$），然后求出残差!（$）% #（$）（$）& "#（$）（$），

残差相对值为

"（$）% #（$）（$）& "#（$）（$）
#（$）（$） ’ #$$( （’）

再对残差相对值序列进行状态划分，求出残差相对值序列各值所处状态 !最后针对残差相对值序列，建立马
尔可夫链模型［(］!此模型即为灰色马尔可夫链模型 !
! !# 一般灰色马尔可夫链模型的改进
一般的灰色马尔可夫链模型采用 #步或 )步转移矩阵，转移矩阵的数据来源固定不变 !由于预测较远时

刻对象所处的状态时，很久以前的数据对预测的影响不大，本文在预测 #**+年的状态时采用滑动转移概率
矩阵，去掉了老的数据并补充了新的数据 !对于状态序列，去掉第 #个状态值并加上预测对象 #**,年的状态
值，得出新的 #步转移概率矩阵，再以预测对象 #**,年状态分布作为初始分布，求 #**+年所处状态 !由于预
测对象 #**,年所处各种状态有各自的概率，本文把各种状态分别看做是 #**,年的状态值，以这种状态值构
建新的 #步转移概率矩阵，把处于这种状态的概率看做是权重 )#（ *）! !（ *）（#），!（ *）（ * % #，)，⋯，+）分别表示
预测对象时刻 #以概率 #处于状态 * 时的初始分布和所处状态为 * 时的滑动 #步转移概率矩阵，则预测对象
时刻 )所处的状态概率分布为

!（)）% )#（#）!（#）（#）!（#）, ⋯ , )#（ *）!（ *）（#）!（ *）, ⋯ , )#（+）!（+）（#）!（+） （(）

$ 实 例 分 析
依据合面狮水库 #$ -的年最大洪水流量预测以后 ) -的年最大洪水流量范围 !根据表 #中的 #（$）（ $）求

出年最大洪水流量 !"（#，#）模型中的 -，.，即 - % & $.$’+)(/，. % #,(0.*/*$ !由式（0）求得
"#（$）（ * , #）%（# & $.*/0/）（)$*+ , 0$),/）1$.$’+)(/ * % #+0)1$.$’+)(/ *

表 " 合面狮水库 "%&& ’ "%%(年最大洪水流量相关数据
)*+,- " ./00-,*123- 4*1* /5 *667*, 8*92878 5,//4
42:;<*0=- /5 >-82*6:<2 ?-:-03/20 50/8 "%&& 1/ "%%(

序号 年份
#（$）（ $）/
（20·3& #）

"#（$）（ $）/
（20·3& #）

!（ $）/
（20·3& #）"

（ $）/ ( 状态

# #*++ )$*+ )$*+ $ $ )
) #*+* )0#( #*/) 0(/ #’.,$ 0
0 #**$ #/)0 )$’+ & (0’ & //.($ #
/ #**# )0*( )#+) )#/ +.*0 0
’ #**) )##, )0#0 & #*( & *.)( )
( #**0 )))’ )/’# & ))( & #$.#$ #
, #**/ 0’,* )’** *+$ ),.0$ 0
+ #**’ )’#, ),’/ & )0, & *./$ )
* #**( )/*( )*)$ & /)/ & #(.*$ #
#$ #**, 0)’/ 0$*’ #’* /.++ )

!"（#，#）模型的预测值 "#（$）（$）与实际值 #（$）（$）
的残差相对值序列"（ $）的范围为（ & /’(，
0$(］，且相对值"（ $）分布在 $左右的数据比较
多，根据实际情况（数据不多）分为 0个状态，为了
使每一状态的数据一样多，按"（$）的值从小到大
排列，取前 0个值为第 #状态，中间 /个值为第 )
状态，后 0个值为第 0状态 !0个状态分别用 #，)，
0表示 !划分出的 0 个状态的区间分别为 0# %
（ & /’(，& #$(］，0) %（ & #$(，’(］，00 %（’(，
0$(］，如表 #所示 !
求出的 #步状态转移概率矩阵为 !# !预测对

象 #**,年处于状态 )，那么下一年的绝对分布为

!（#）%（)$（#），)$（)），⋯，)$（+））!# %（$，#，$）

$ #
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



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$

% )
0，$，( )#

0

所以下一年预测对象最有可能处于状态 #，即"（ $）!0# %（ & /’(，& #$(］!由"% #（$）& "#（$）

#（$）
得 #（$）（ $）%

"#（$）（$）
# &"
，所以 #（$）（##）!（))().,，)*+).,）!由于要预测的 #**+年最大洪水流量的实测值为 )/)’20 4 3，在此
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预测区间内 !
现预测 !"""年所处状态 !
!" 用传统的灰色马尔可夫链模型进行预测 !应用马尔可夫链模型预测第 #时刻的状态时，采用 #步状

态转移矩阵：

!（#）"（#$（!），#$（#），⋯，#$（$））!# "（$，!，$）
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结果表明，预测对象时刻 #所处的各种状态概率都是 !
%，预测范围为

%（$）（!#）!（#&%’("，%!&!()）"（%!&!()，*$#&(%）"（*$#& !%，*!)& !&）

#" 用改进的马尔可夫链模型预测时刻 #的状态 !假设 !"")年以 #
%概率处于状态 !，以 !

%概率处于状态

%，则采用滑动转移概率，去掉状态序列的第 !个值即 !"))年的状态值，加上刚预测出的 !"")年的状态值，得
出新的 !步转移矩阵为

!（!） "
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其中 !（!），!（%）分别表示 !"")年处于状态 !或 %时的 !步转移概率矩阵 !于是
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可见 !"""年指标值的状态为 # 或 %，此时!（ ’）! (#" (% (+ , !$)，-)］"（-)，%$)］，由 %（$）（ ’）+
*%（$）（’）
! ,!
得 %（$）（!#）!（%!&!()，*$#&(%）"（*$#& !%，* !)& !&）!!"""年的年最大洪水流量实测值为 % !&- .% / 0，

在此区间内 !
由上可知，改进的灰色马尔可夫链模型比一般的灰色马尔可夫链模型预测的范围更准确，如表 #所示 !

表 $ %&&’年和 %&&&年合面狮水库年最大洪水流量预测区间

(!#)* $ +,*-./0.12 ,!23* 14 !225!) 6!7.656 4)11- -.8/9!,3* 14 :*6.!289. ;*8*,<1., 41, %&&’ !2- %&&&

序号 年份
年最大洪水流量实测值

%（$）（ ’）+（.%·0, !）
12（!，!）预测值
*%（$）（ ’）+（.%·0, !）

一般灰色马尔可夫

链模型预测的区间

改进的灰色马尔可夫

链模型预测的区间

!! !"") #*#- %#)! （##&#(’，#")#(’） （##&#(’，#")#(’）
!# !""" %!&- %*’) （#&%’("，*!)&(&） （%!&!()，*!)&(&）

= 结 语

建立灰色模型时数据不能过多，- 3 !$个数据的处理效果比较理想，而且只能处理单调序列，随机波动
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较大的数据列的预测是不可行的［!］!用灰色模型预测曲线来反映数据列的发展规律，用马尔可夫链模型来反
映数据列的波动规律，则可以给出预测值的大致范围［"!#］!从理论上讲，历史数据愈长，预测精度愈高［$］!由
于应用这种模型时采用 % & ’(个数据比较理想，本文选用了 ’(个数据 !考虑到预测步长过长以及未把新的
状态信息加进去，会使精度降低，本文采用滑动转移概率 ’步转移矩阵，去掉老的信息，加入新的状态信息，
提高了预测精度 !另外，划分的状态数愈多，预测精度愈高 !但状态数目过多，会导致各状态样本点过少，转
移概率规律性不强［$］，故本文只划分为 "种状态 !总之，用改进的灰色马尔可夫链模型来预测随机波动较大
的数据列，可提高预测范围的准确度 !
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