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摘要：通过两个典型的半无限体实例，对水平表面作用无限均布压力下弹性地基的应力和位移解答

进行研究，结果表明：对边界条件不明确的无限边界仅采用解答的必要非充分条件———平衡条件来

等效处理，其应力解答不是唯一的，因为此时该边值问题不是一个适定的数学问题 +对弹性地基梁
板中的半无限大地基、底部完全位移约束的有限深地基和底部光滑刚性支承的有限深地基在水平

表面作用无限均布压力时的应力和位移分量进行了比较，认为底部完全位移约束的有限深地基模

型较其他两种地基模型更合理 +
关键词：弹性地基；无限均布压力；无限边界；平衡条件；半无限大地基；有限深地基

中图分类号：-.%’$/! 文献标识码：0 文章编号：$"""!$&,"（!""’）"1!"1$,!"#

众所周知，弹性力学问题在数学上被称为边值问题 +因为在求解弹性力学问题时，使应力分量、应变分
量、位移分量完全满足基本方程并不困难，但是，要使边界条件也得到完全满足往往很困难 +为了能得到一些
工程问题的理论解析解，常对边界条件进行一些等效近似的处理 +例如，在小边界处使用圣维南原理进行等
效处理；在半无限大问题中，采用平衡条件进行分析等 +显然，按这种等效近似处理方法得到的解答的精确性
和唯一性值得怀疑 +针对上述问题，本文首先给出了两个在水平表面作用无限均布压力的半无限体实例，说
明对边界条件不明确的无限边界仅采用解答的必要非充分条件———平衡条件来等效处理，由于此时该边值

问题不是一个适定的数学问题，因此得到的解答不是唯一的；然后对弹性地基梁和板中的半无限大地基、底

部完全位移约束的有限深地基和底部光滑刚性支承的有限深地基等 (种地基模型在水平表面作用无限均布
压力时的应力和位移解答进行了比较分析 +

! 模型的提出

! +! 半无限大平面应变体模型

图 ! 半无限大平面应变体
受无限均布压力作用
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设有半无限大平面应变体，体力不计，在水平表面 ! 2 "处作用无限
均布压力 "，如图 $所示 #
对图 $的弹性力学问题，为了求得其应力和位移分量，要满足的基本

方程如下：

平衡微分方程 !$%，$ & " （ $，% & $，!） （$）

几何方程 "$% & $
!（’$，% ( ’%，$） （ $，% & $，!） （!）

物理方程 "$% & $ (#
) （!$% *#!$$$$%） （ $，% & $，!） （(）

其要满足的边界条件为在水平表面

!! ! & " & * " %+! ! & " & " （%）
式中：!$%———应力分量；"$%———应变分量；’$———位移分量；)———弹性模量；#———泊松比；$$%———345678974
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弹性力学教科书［!!"］中一般将无限远边界认为是应力边界，并将应力边界条件转化为平衡条件（该平衡

条件是解答的必要非充分条件）：
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解答 ! 应力解答： "" ( ) #! )#
’ "& ( ) ’ !"& ( # （*）

位移解答：

) # # * # % ’（! % &#）（! $#）
+（! %#）

& $ , （+）

式中 , 为任意常数 -
将解答式（*）和式（+）代入基本方程及边界条件式（!）,（’），可知满足条件 -
解答 " 应力解答： "" ( ) ’ "& ( ) ’ !"& ( # （-）
位移解答：

) # % ’（! % &#）（! $#）
+ " $ ,! * # % ’（! % &#）（! $#）

+ & $ ,& （.）

式中 ,!，,&为任意常数 -
将解答式（-）和式（.）代入基本方程及边界条件式（!）,（’），可知满足条件 -
解答 # 应力解答： "" ( . "& ( ) ’ !"& ( # （!#）
位移解答：

) #（! %#
&）. $#（! $#）’

+ " $ ,! * # %（! %#
&）’ $#（! $#）.

+ & $ ,& （!!）

式中 . 为任意常数 -
将解答式（!#）和式（!!）代入基本方程及边界条件式（!）,（’），可知满足条件 -

图 " 半无限大空间体受
无限均布压力作用

$%&’" ()*%+%,-%,%.) /01.%12 3456
7,5)8 %,-%,%.) 7,%-48* 08)//78)

! -" 半无限大空间体模型
设有半无限大空间体，体力不计，在水平表面 / ( #处作用无限均布

压力 ’，如图 &所示 -
对图 &的弹性力学问题，为了求得其应力和位移分量，需要满足的基

本方程如下：

平衡微分方程 "01，0 # # （ 0，1 # !，/） （!&）

几何方程 $01 # !
&（)0，1 $ )1，0） （ 0，1 # !，/） （!/）

物理方程 $01 # !
+［（! $#）"01 %#"00%01］ （ 0，1 # !，/） （!"）

其要满足的边界条件为在水平表面

"/ / # # # % ’ !"/ / # # #!&/ / # # # # （!’）
弹性力学教科书［!!"］中一般将无限远边界认为是应力边界，并将应力边界条件转化为平衡条件（该平衡

条件是解答的必要非充分条件）：

! !" # # ! !& # # ! !/ # # !(" # # !(& # # !(/ # # （!*）
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图 ! 轴对称荷载下空间地基模型示意图
"#$%! &’()*+ ,- ./0)#01 (10.)#* -,2340)#,3 5,4(1

234(6 07#0118 .855()6#* 1,04#3$

图 9 平面应变地基模型示意图
"#$%9 &’()*+ ,- /103( .)60#3 (10.)#* -,2340)#,3 5,4(1

解答 : 应力解答： "$ ’"% ’ ( #% (#
’ "# ’ ( ’ !%# ’!#$ ’!$% ’ # （%)）

位移解答： ( & # ) & # * & "（% !#）（% " $#）’
+（% "#）

# ! , （%*）

将解答式（%)）和式（%*）代入基本方程与边界条件式（%$）+（%&），可知满足条件 -
解答 ; 一般情况，应力解答：

"$ & . "% & , "# & " ’ !%# &!#$ &!$% & # （$#）
位移解答：

( & %
+（. "#（, " ’））$ ! ,% ) & %

+（, "#（. " ’））% ! ,$ * & %
+（" ’ "#（. ! ,））# ! ,,

（$%）
式中 .，, 为任意常数 -
将解答式（$#）和式（$%）代入基本方程与边界条件式（%$）+（%&），可知满足条件 -
由上面的分析可知，由于弹性力学中涉及的半无限大问题的无限远边界条件是不明确的，其可以为：

（-）应力边界条件；（.）位移边界条件；（/）混合边界条件 0若对这个不明确的边界条件仅仅使用平衡条件（解
答的必要非充分条件）来等效处理，则该问题不是一个适定的数学问题，从而会出现解答不唯一的情况 0

; 分 析 比 较
; 0: 平面应变与轴对称荷载下空间地基模型

目前在实际工程中，常使用图 ,和图 1所示的 ,
种地基模型［2!&］：半无限大地基模型、底部完全位移

约束的有限深地基模型和底部光滑刚性支承的有限

深地基模型 0
在文献［,，2!&］的基础上，笔者对图 ,和图 1中

,种常用的地基模型分别采用傅立叶变换［)］和汉克
尔变换［*!%#］进行了分析 0
$ 0% 0% 平面应变地基模型

0% 对于半无限大平面体地基模型，水平表面作
用法向集中力时，采用傅立叶变换法求得的位移和

应力分量与符拉芒解答是一致的［,］0
<% 当地基厚度 /"!时，无论底部是完全位移

约束的有限深地基模型还是底部为光滑刚性支承的

有限深地基模型，在集中力作用下，其得到的水平表

面位移分量与符拉芒解答的位移分量在水平表面的

结果是一致的 0
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!" !种地基模型在水平表面作用无限均布压力时，其对应的应力分量和位移分量是不一致的 "
#" 水平表面作用有限宽均布压力时，当地基厚度 !!#时，（$）对底部为完全位移约束的有限深地基模

型，其对应的文克尔地基模型的基床系数为

" # $（% %!）
（% &!）（% % &!）!

（ ’ ( )
&）

式中 ) 为均布压力宽度［’］*（(）对底部为光滑刚性支承约束的有限深地基模型，其对应的文克尔地基模型的
基床系数为

" # $
（% %!

&）!
（ ’ ( )

&）

& *% *& 轴对称荷载下空间地基模型
$" 对半无限空间体地基模型，水平表面作用法向集中力时，采用汉克尔变换法求得的位移和应力分量

与半空间体的布希涅斯克解答是一致的［)］*
%" 当地基厚度 !!*时，无论底部是完全位移约束的有限深地基模型还是底部为光滑刚性支承的有限

深地基模型，在法向集中力作用下，其得到的水平表面位移分量与布希涅斯克解答的位移分量在水平表面的

结果是一致的 *
!" !种地基模型在水平表面作用无限均布压力时，其对应的应力分量和位移分量是不一致的 *
#" 水平表面作用轴对称有限宽均布压力时，当地基厚度 !!#时，（$）对底部为完全位移约束的有限深

地基模型，其对应的文克尔地基模型的基床系数为

" # $（% %!）
（% &!）（% % &!）!

（ + ( ,）

式中 , 为轴对称均布压力半径［+］*（(）对底部为光滑刚性支承约束的有限深地基模型，其对应的文克尔地基
模型的基床系数为

" # $
（% %!

&）!
（ + ( ,）

& *& 无限均布压力下地基模型比较

! 采用汉克尔变换对轴对称荷载下空间地基模型进行分析时，采用如下假设：,-.
,!*

,-%（",）!#（"），其中，-%（",）为一阶 /0110,函数，#（"）

为 2-3$4函数 *

分别采用傅立叶变换和汉克尔变换分析!得到半无限大地基模型、底部完全位移约束的有限深地基模

型和底部光滑刚性支承的有限深地基模型，在水平表面作用无限均布压力时，在弹性体内产生的应力和位移

分量，然后进行分析比较 *
& *& *% 平面应变地基模型比较

$" 半无限大平面应变地基模型 *
位移解答：

. # %（% &!）（% % &!）
$ /’ （ ’ ! *，. ! *）

0 #（% &!）/
$ 1 & &（% %!

&）/
$ ·* #（% &!）/

$ 1 % &（% %!
&）/

$ 1 & * # %（% % &!）（% &!）
$ /1 &{ 2

（&&）

应力解答： $’ # % / $1 # % / %’1 # # （&!）

%" 底部完全位移约束的有限深地基模型 *

位移解答： . # # 0 # %（% &!）（% % &!）/
$（% %!）

（1 % !） （&5）

应力解答： $’ # % !
% %!

/ $1 # % / %’1 # # （&)）

!" 底部光滑刚性支承的有限深地基模型 *

位移解答： . # !（% &!）
$ /’ 0 # % % %!

&

$ /（1 % !） （&’）
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应力解答： !! " ! !# " $ % "!# " ! （"#）

将上述位移和应力解答分别代入式（$!）和式（$$），可知满足条件式（$）%（&），即满足基本方程、水平表
面的应力边界条件以及无限远边界由应力边界条件转换来的平衡条件 &
" &" &" 空间地基模型比较

!" 半无限大空间体地基模型 &
位移解答：

’( " $（$ )#）（$ $ "#）%
"* ( （ ( ! ’，’( ! ’）

+ " $ )#
* %, ) "（$ $#

"）%
* ·’ " $ )#

* %, $ "（$ $#
"）%

* , ) ’ " $
*（$ $ )# ) "#

"）%, ){ -
（"(）

应力解答： !( "!$ " $ $ ) "#
" % !, " $ % ",( " ! （")）

式中 - 为任意常数 &
#" 底部完全位移约束的有限深地基模型 &

位移解答： ’( " ! + " $（$ )#）（$ $ "#）
*（$ $#）

（ , $ .） （*!）

应力解答： !( "!$ " $ #
$ $#

% !, " $ % ",( " ! （*$）

$" 底部光滑刚性支承的有限深地基模型 &

位移解答： ’( "（$ )#）#%
"* ( + " $（$ $#

"）%
* （ , $ .） （*"）

应力解答： !( "!$ " $#%" !, " $ % "(, " ! （**）

将上述位移和应力解答分别代入式（"!）和式（"$）可知满足条件式（$"）%（$#）&
%" 由文献［$］可知，半空间体在水平表面作用无限的均布压力时，其正确的应力解答为

!! "!# " $ #
$ $#

% !, " $ % "!# ""#, "",! " ! （*+）

&" 由 ",",$的 -可知，在图 *中，无限均布压力下的底部完全位移约束的有限深地基模型的应力解答为
式（"&）&
将式（"&）应力解答转换到空间坐标系下，并考虑平面应变问题是空间问题的特殊情况（对称性），有%# .

! &由式（"&）及几何方程和物理方程容易得到

!! "!# " $ #
$ $#

% !, " $ % ",! " ! （*&）

比较 ",","的 -，/和 0可知，三者的解答是一致相通的 &
’ " 由 ",",$的 1可知，在图 *中，无限均布压力下的底部光滑刚性支承约束的有限深地基模型的应力解

答为式（"#）&
将式（"#）应力解答转换到空间坐标系下，并考虑平面应变问题的对称性，由几何方程和物理方程容易得

到

!! " ! !# " $#% !, " $ % "!, " ! （*2）
注意到，",","中的 1和 3的应力解答的应力第一不变量&是满足的，即

& "!! )!# )!, "!( )!$ )!, " $#% $ % （*#）
通过上述的比较分析后可知，在水平表面作用无限均布压力时，底部完全位移约束的有限深地基模型的

应力分量解答与正确的应力解答是一致的，其他的则不是一致的 &由此可见，半无限大地基模型和底部光滑
刚性支承的有限深地基模型是相对不合理的地基模型 &

( 结 语

!" 对弹性力学中的半无限体问题的边界条件进行了研究，给出了两个典型的半无限体反例，说明了对
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边界条件不明确的无限远边界仅采用解答的必要非充分的平衡条件来等效处理，此时该边值问题不是一个

适定的数学问题，因此确定的解答不是唯一的 !
!" 分别采用傅立叶变换和汉克尔变换对荷载作用下的弹性地基梁和板中的半无限大地基模型、底部完

全位移约束的有限深地基模型和底部光滑刚性支承的有限深地基进行了分析：虽然当地基厚度 "!!时，
无论底部是完全位移约束的有限深地基模型还是光滑刚性支承的有限深地基模型，在集中力作用下，其得到

的水平表面位移分量分别与半平面体符拉芒解答和半空间体布希涅斯克解答的位移分量在水平表面的结果

是一致的，但是 "种地基模型在水平表面作用无限均布压力时，其对应的应力分量和位移分量是不一致的 !
#" 对在水平表面作用无限均布压力时的应力和位移分量进行了比较，认为底部完全位移约束的有限深

地基模型较半无限大地基模型和底部光滑刚性支承的有限深地基模型更合理些 !

本文得到同济大学吴家龙教授、河海大学卓家寿教授和张子明教授等的指导，特表感谢！
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