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摘要：利用 ! 积分得到了一般条件下双材料界面裂纹的能量释放率（’/00），并按照裂纹尖端法向
应力为 "和"和#型耦合量 !"，#为 "的条件得到了应变能量释放率的"型和#型分量 +其应变能
量释放率分解的结果表明，轴力和弯矩都会产生"型和#型应变能量释放率分量 +
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一般双材料梁和板的断裂模型由开裂部分和未裂部分 !部分组成，这 !部分在裂纹尖端连接形成节点 +

图 ! !积分路径
"#$%! !&#’()$*+, -+(.

一般平面荷载在界面裂纹尖端产生轴力、弯矩和横向剪力（图

$），应变能量释放率（456789 :9:6;< 6:=:74: 675:，’/00）可用这 (种
内力表示 + >8==87?4［$］利用经典梁理论，给出了部分作用力的
’/00的简单表达式 + ’@A［!!(］用同样的方法研究了均质正交各向
异性材料的脱层问题，并研究了在一般边缘荷载条件下，!种各
向同性弹性材料的界面裂纹问题，在经典梁理论的基础上，给出

了与荷载无关的用单一实标量表示的应力强度因子的解析表达

式 +该解析表达式可以由特殊荷载组合的数值解导出，但未考虑
剪力的影响，从而低估了 ’/00+

本文根据 ! 积分计算应变能量释放率及"型和#型分量，并考虑了剪力的影响 +

! 能量释放率断裂力学分析
当裂纹长度远大于梁厚度时，对于单一材料的裂缝问题，! 积分值等于 ’/00值；但对于异质材料界面

分层裂缝，当积分矩形路径所围面积较小，且矩形较扁时，! 积分值等于 ’/00值［,］"对图 $所示的包围裂纹
尖端的闭合矩形积分路径 #$%&’()*#，! 积分的最后表达式为
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式中：-2，12，02，!2，-!2 ，1!2 ，0!2 ，!!2 ———裂纹嘴前、后亚层 $，! 的轴力、横向剪力、弯矩和转角，2 B $，!；

,———梁宽；#2，’2，$2———各亚层的轴向、弯曲和剪切刚度系数 "
由于在裂纹嘴右端存在 (个集中力，利用叠加原理可求得 ’/00值 "图 !（7）所示的断裂问题可分解为 !

个亚问题的叠加：未开裂双层梁（图 !（C））和平衡力 0，1 和 - 作用下的开裂双层梁（图 !（D））"由于未开裂
双层梁不产生 ’/00值，图 !（7）中的 ’/00等于图 !（D）中的 ’/00值 "图 !中 01，1E和 -1为 3 B 4 处截面总

的弯矩、轴力和横向剪力 "图 !（D）中［-］：
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! " !! # !!" $ " # % " %! # %!" $ " # & " &! # &!" $ " # （$）
式中 !!"，%!"，&!"为作用于未开裂双层梁的集中力 ’

图 ! 双材料界面断裂问题的分解
"#$%! &’(#)*+,-. /012+,3 14 2#3*.,0#*+ #-.,04*5, 40*5.(0,

式（$）成为
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! 能量释放率的分解
通常采用基于梁理论的整体法［!，&!’］和基于近裂纹尖端奇异应力场的局部法求解 ()**值的"型和#型

分量 + ,-./0等［’］将裂纹嘴右端的 %个集中力进行"型和#型荷载分解，假定上层梁底部和下层梁顶部纤维
具有相同的延伸量（由弯矩和剪力造成），得到 ()**值的纯"型分量；同时假定当裂纹尖端的剪力和弯矩消
失时可得到 ()**值的纯#型分量 +该模型未考虑轴力的作用 +
本文采用简单的整体法 +为得到 ()**值的分量，首先要对图 $（1）的应力合力进行分解，使 ( 积分不包

含"型和#型应力分量的混合项 +由于裂纹嘴右端剪力只产生"型断裂，故仅考虑轴力和弯矩的作用 +该应
力系统可等效为图 % 所示分量的叠加，即

图 6 等效荷载系统荷载分解
"#$%6 71*8 8,513/19#.#1- 14 ,’(#)*+,-. +1*8#-$ 9:9.,3
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由式（5），（6）可得
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对#型断裂，该解应满足裂纹尖端法向应力为 #的条件 ’由于法向应力是裂纹尖端弯矩作用的结果，而
弯矩可等效为间距极小的垂直集中力，故按照式

!# -! + %#! " # （’）
可求#型弯矩 %#! ’将式（&）!#的表达式代入式（’）可得
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式（$）为式（%）&（""）的叠加
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若保证!型和"型耦合量消失，将式（(）代入式（""）并令其为 ’，得
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以上 !式表明，轴力和弯矩均可造成混合型断裂 +

图 ! 本文 "#$$模型与文献［%!&，’］模型的比较
()*+! ,-./01)2-3 -4 /152536 "#$$ .-758

9)6: 6:-25 -4 1545153;52［%!& 037 ’］

< 本文模型与其他模型的比较
图 ,和图 -为本文分析结果与 ./012等［"#!，3］模型对

均质、各向同性带切口梁的 )*++值的比较，! 层梁的弹
性模量比," - ,! 4 "且泊松比#" 4#! +文献［"］模型的!型
)*++值较大；当 )! - )" 4 5 "时仅有!型 )*++值 +文献
［"］模型假定 $!仅由弯矩产生，$"仅由轴力产生，)*++
值与两亚层的几何形状和材料性质无关 + ./012 等［#］假
定：当 !个外部弯矩 )" 和 )! 在裂纹尖端产生相同的应

变时可得到纯!型断裂，轴力对!型断裂的影响可忽略；
参数"近似为)"和 )!的比值 +由图 ,、图 -可以看出，本
文结果与文献［#］模型结果接近且更严格、直观 +

图 = 本文 "#$$模型与文献［’］模型的比较
()*+= ,-./01)2-3 -4 /152536 "#$$ .-758 9)6: .-758 -4 1545153;5［’］

! 结 语

本文利用 $ 积分得到了 )*++值，并利用裂纹尖端法向应力为 ’和!型和"型耦合量 $!，" 4 ’的条件
得到了 )*++的!型和"型分量 6该方法简单、直观、严格，其 )*++分解结果表明，轴力和弯矩都会产生!型
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