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湖泊水体年龄与水体中放射性同位素浓度关系浅析
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摘要：为了研究湖泊水体年龄与水体中放射性同位素浓度之间的定量关系，运用数学物理方法给出

了湖泊水体年龄展开为湖泊水体中放射性同位素浓度的函数表达式 )在介绍年龄输运方程概念及
其意义的基础上，以微分方程为分析工具，根据质量守恒原理和放射性衰变原理，利用微元法分别

推导了湖泊水体的年龄输运方程和湖泊水体中放射性同位素浓度的变化规律，并给出了各自的解

析解；在此两者的基础上给出了湖泊水体年龄与水体中放射性同位素浓度之间的函数关系 )
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水文同位素的应用已经涉及水利科学与工程的各个方面，例如在地下水来源的判别［’!!］、水文循环机理

的探讨［+!,］、水文测验［%!$］、水利工程安全检测［#］等方面都得到了应用 )本文借鉴文献［(］的思路，采用数学物
理方法，探讨湖泊同位素水文中的确定性问题 )在放射性衰变原理和年龄输运方程［&］的基础上，讨论湖泊水
体年龄与湖泊水体中放射性同位素浓度之间的函数关系 )

! 年龄输运方程的意义
溶质输运方程的一种特殊形式———年龄输运方程（./0 12.345621 078.1963），可用于直接模拟地下水的年

龄［&!’"］)它是通过增加一个零阶增长条件来实现的，该条件表示溶质内部的生产过程 )研究一个年龄输运方
程时，浓度由相应的年龄所取代，该年龄表示所研究水体的体积平均年龄；零阶增长率有一个单位数值；假定

不呈现出衰减和吸附反应，并且通常情况下，流入水的年龄假定为零 )当解释扩散和其他输运过程的影响时，
这种类型的分析允许将地下水模型模拟的结果直接与环境示踪剂显示的信息进行比较 )本文把年龄输运方
程的概念运用到湖泊水体年龄的分析中，建立湖泊水体年龄输运方程并用于分析湖水的年龄与入湖和出湖

流量的关系 )

" 湖泊水体年龄输运方程及其解析解
假设湖泊属于单输入单输出类型，在 ! 时刻湖水的体积为 "，入湖流量为 #，出湖流量为 $，湖水的体积

图 ! 用于推导湖泊水体年龄
输运方程的微元水体
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平均年龄为%，现在分析［ !，! :"!］时段内湖水年龄的变化情况 &根据
年龄输运方程的概念，［ !，! :"!］时段内流入湖泊的水量为 #"!，年龄
为零；流出湖泊的水量为 $"!，年龄为 %；在 ! 时刻体积为 "、年龄为 %
的“原来”的湖水经过"! 时段后，年龄变为 % :"!；在 ! :"! 时刻整个
湖泊水体的体积平均年龄变为 % :"%，则
（ #"!）’ " ( "（% ("!）)（$"!）% *（" (""）（% ("%）（’）
成立（如图 ’所示，在此情况下暗含入流为降水的假定），整理得
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令!!!!，对式（"）两边取极限并忽略高阶无穷小项，得
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把水量平衡方程
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代入式（$）并化简，得
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设初始条件为
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式（+）直观地表示了湖泊水文系统在瞬态条件下通过“新水”的补给和老水的“排泄”后，整个湖泊水体的新老
程度 *
在 ’ , $ ,常数的条件下，式（+）变为

% & %!)# )! ( & # )# )!
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其中 ) & ’
"!

式（-）直观地表示了湖泊水文系统在稳态条件下通过“新水”的补给和老水的“排泄”后，整个湖泊水体的年龄
随时间的变化规律 *
在 ’ , $ , !的条件下，式（+）变为

% & %! ( ! （.）
式（.）表示湖泊水体在没有入流和出流的情况下，湖泊水体在 ! 时刻的年龄即是起始时刻（!时刻）水体的年
龄 %!加上从起始时刻到时刻 ! 所经过的时间（亦即 !）*这显然是正确的，它从一个侧面验证了本文所建立
的关于湖泊水体年龄输运方程的正确性 *

! 湖泊水体中放射性同位素浓度变化规律及其解析表达式

设在 ! 时刻，湖泊水体中放射性同位素浓度为 +，衰变常数［&&］为#；入湖流量中水的放射性同位素浓度
为 +,，其余符号同前 *假定湖水混合均匀，根据放射性衰变定律［$］和质量守恒定律建立!! 时段前后湖泊水
体中放射性同位素的质量平衡方程（图 "）：

图 " 用于推导湖泊水体中放射
性同位素浓度变化的微元水体
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整理得
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忽略式（&&）中的高阶项（!"!+）并两边取极限，得
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对式（&"）右边极限运算中的第 &项应用罗贝塔法则［&"］，第 "项应用导
数定义，得
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把水量平衡方程（式（$））代入放射性同位素的质量平衡平衡方程（式（"#）），整理得
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解式（"$）和式（"&）所组成的定解问题，得
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式（"(）表示在湖泊水文系统处于瞬态条件下，湖泊水体中放射性同位素浓度与入湖流量及其放射性同位素
浓度、出湖流量之间的函数关系 -
在 ! ) % )常数的条件下，式（"(）变为
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在 ! ) % )常数的前提下，如果 "# 亦为常量，则式（"(）变为

" & *
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如果 ! ) % ) %，亦即湖泊水体处于既无入流又无出流的情况下，则式（"(）变为
" & "%’$!) （",）

这正是关于放射性同位素衰变原理的简单形式 -式（",）从一个侧面说明了本文所得出的关于湖泊水体放射
性同位素浓度变化规律的解析式（式（"(））的正确性 -

! 湖泊水体中放射性同位素浓度和湖泊水体年龄的关系
联立式（&）和式（"$），从中消去 ! . ’ 得
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式（-%）表达了湖泊水体放射性同位素浓度随时间的变化与湖泊水体年龄随时间的变化在数量上必须满足的
约束关系 -联立式（(）和式（"&），得
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解由式（-%）和式（-"）所组成的关于 / 的定解问题，得
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式（--）表示湖泊水体年龄随时间的变化展开为湖泊水体中放射性同位素浓度随时间的变化的显式函数关
系，可用于根据湖泊水体放射性同位素浓度解译湖泊水体年龄的研究 -

" 结 语

本文把年龄输运方程的概念运用于湖泊水体，建立了关于湖泊水体的年龄输运方程，并给出了其解析
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解，该解析解定量地刻画了湖泊水体年龄与入湖和出湖流量之间的数量关系；随后以质量守恒原理、放射性

衰变原理为基础，利用微元法推导了湖泊水体中放射性同位素浓度变化规律并给出了其解析解，该解析解定

量描述了湖泊水体中放射性同位素浓度与出、入湖水流量及其放射性同位素浓度之间的数量关系；在此两者

的基础上探讨了湖泊水体年龄与湖泊水体中放射性同位素浓度之间的关系，并给出了湖泊水体年龄随时间

的变化展开为湖泊水体中放射性同位素浓度随时间的变化的显式函数关系式 !本文研究为用确定性数学模
型定量地解译湖泊水体中放射性同位素浓度数据与湖泊水体年龄的关系提供了帮助 !本文研究仅限于湖泊
的单输入单输出情况，并且湖泊水体年龄输运方程内含假定入流为降水，存在一定的局限性，湖泊多入流多

出流的情况将是下一步需要研究的课题 !
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