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一类发展方程初边值问题差分法的收敛性
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摘要：研究用差分法求解自治的发展方程初边值问题时稳定性和收敛性之间的联系 )引入反投影算
子将发展方程初边值问题的差分格式转化为与初值问题差分格式类似的逐步推进的形式，从而得

出：满足 *+, -./01,,条件的差分格式是稳定的格式；在相容条件下，差分格式若稳定（或满足 *+,
-./01,,条件）则格式收敛，且对古典解的差分逼近有误差估计式，不再需要线性的条件 )
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本文研究的问题如下：
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!$( )# 是非线性算子，不显含时间 "；"%&’ 是混合初边值问题（$）7（%）（以下简称初边

值问题）解的定义域，!"是它的边界；其他符号说明见文献［$!!］(要求提出的初边值问题是恰当的 (
设 "&"，记笛卡尔乘积!"" 6［ "，%］8" (构造 !) 维向量函数空间%" 6［ #!（"）］) 8［ #!（!""）］)，在%"

上定义 9，数乘：｛!（$），!（ "，$）｝9｛*（$），#（ "，$）｝6｛!（ $）9 *（ $），!（ "，$）9#（ "，$）｝，+｛!（ $），!（ "，$）｝
6｛+!（$），+!（ "，$）｝；定义非负函数 )（）：)（｛!（$），!（ "，$）｝）, !（$
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. , $)!"［!.（ /，$）］!:$ ( 易知：｛%"，9，数乘，)（）｝是 =1,1>?空间，

’’’’

以后记：· 6 )（）(易知 !（ "，$

’’’’

）!"
"在函数!（ "，$）固定时，是 ""［"，%］的单减函数 (

记 0$为空间%" 到［#!（"）］) 的投影算子，0!为空间%" 到［#!（!""）］) 的投影算子 (
用差分法对初边值问题离散化，设得步进式的计算格式如下：

1（ " -（2 - $）&，$）, 0$3（&，$）｛1（ " - 2&，$），$（ " - 2& - /，$）｝ （"# "，/ # %；2 , "，$，!，⋯）
（3）

其中 1（ " 9 2&，$）是初边值问题在 " 9 2&时的差分解；0$3（&，$）表示从 " 9 2&时刻到 " 9（ 2 9 $）&时刻之

间的对应关系，由于 # $，!
!

!$( )! 和$# $，!
#

!$( )# 不显含时间 "，所以 0$3（&，$）也不明显依赖于 " (以下为叙述简

洁起见，在不影响正确性的前提下，将省写空间变量 $ (
本文的结论是：差分格式（3）在相容的条件下，稳定性保证收敛性；满足 *+, -./01,,条件保证稳定性；

在相容条件和满足 *+, -./01,,条件下，差分解收敛于真解 (

! 定 义

定义 ! 设 !"（$）"［#!（"）］)，$（ "，$）"［#!（!""）］) 存在唯一的满足式（!）和式（%）的 !（ "）"4（ #），
使得当&*"时，对于 ""［"，%］一致成立：
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则称 !（ "）为初边值问题的古典解，把古典解用算子延拓后得到的向量函数称为广义解 ’若对$｛!!，$｝% (

&%!，存在唯一的满足式（#）和式（$）的解 !（ "），则称初边值问题在 ( 上可解 ’
称初边值问题在 ( 上适定，如果：（%）初边值问题在 ( 上可解；（&）对$&’ !，’’’ !，$｛!!，"｝，｛)!，(｝%

(，当 ｛!!，"｝(｛)!，(

"" ""

｝ )’时，对应初边值问题的解 !（ "），)（ "）关于 " 一致地有(!（ "）( )（ "）(# )&’
构造反投影算子 *（!）为
｛+（ " #（, # *）!），$（ " #（, # *）! # -）｝. *（!）｛+（ " # ,!），$（ " # ,! # -）｝

其中$（ " +（, + *）!+ -）, /#*（!）｛+（ " + ,!），$（ " + ,!+ -）｝’可用该映射来说明边界条件的使用状况 ’
定义 ! $0&%!，称差分格式（-）在 0 上满足相容条件，如果初边值问题在 0 上可解，$｛!!，$（ "）｝%

0，设方程相应解为 !（ "），对$&’ !，’’’ !，当!)’时，关于 " 一致地有：
!（ " #!）$ /**（!）｛!（ "），$（ " # -

"" ""

）｝
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$(&%!，称差分格式（-）在 ( 上是相容的，如果存在稠密子集 0& (，初边值问题在 ( 上可解，在 0 上古典
可解，差分格式（-）在 0 上满足相容条件（.）’
如果初边值问题在 ( 上可解，$｛!!，$（ "）｝% (，设相应解为 !（ "）（!) ")2），’!! ,!（｛!!，$｝）’ !，和

’’! ,’（｛!!，$｝）’ !，记：管形邻域 3（｛!!，$｝，’!）,｛｛)（&），!)（ -，&）｝ ｛)，!)｝(｛!（ "），$（ " + -

"" ""

）｝ )’!，

!) ")2，!) -) 2 ( "｝&%"，在 3（｛!!，$｝，’!）内，存在稳定界 4! ’ !，$｛)（ "），(（ "）｝%3（｛!!，$｝，’!）*

5（［*（!）］,），其中(（ "）, )（ "）!#，当!)!!时，关于 !),)
2
!
一致地有：
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则称差分格式（-）在 (&%!上是稳定的 ’
在管形邻域 3（｛!!，$｝，’!）内，存在常数 *! ’ !，记 !,（ "）, /*［*（!）］,｛!（ "），$（ " + -）｝，),（ "）,

/*［*（!）］,｛)（ "），(（ " + -）｝ , , !，*，#，⋯， 2[ ]( )!
，当!)!!时，有：
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则称差分格式（-）在 ( 上满足 123 4567%33条件 ’
称差分格式（-）在 (&%!上是收敛的，设初边值问题在 ( 上可解，$｛!!，$（ "）｝%(，设相应解为 !（ "）（!

) ")2），$ "*+!，记 +（ "* + ,!）是以｛!（ "*），$（ "* + -）｝为初边值条件的差分解，如果对$&’ !，’’’ !，使
趋于 !的｛!6｝及｛,6｝满足 ! )!6 )’， " ( "* ( ,6!6 )’时，有

(+（ "* # ,6!6）$ !（ "）(# 1& （8）

! 定理和证明
设$(&%!，初边值问题在 ( 上可解，则$｛!!，$（ "）｝% (，存在确定解 !（ "）%［ %#（#）］7，由此建立了

｛!!，$（ "）｝与 !（ "）之间的对应关系：!（ "）, /*8（ "）｛!!，$（ -）｝，( 是参变数（!) -) 2），引入反投影算子

8（ "）如下：｛!（ "），$（ " + -）｝, 8（ "）｛!!，$（ -）｝，其中$（ " + -）, /#8（ "）｛!!，$（ -）｝’称 8（ "）：(#9!为解算

子 ’解算子 8（ "）具有性质：（%）8（!）, :；（&）8（ - + "）, 8（ -）8（ "）（ -，"+!）’
引理 " $(&%!，初边值问题在 ( 上可解，则初边值问题在 ( 上适定的充要条件是解算子 8（ "）在 (

上关于 " 一致地等度连续 ’
定理 " $(&%!，设存在稠密子集 0&(，初边值问题在 0 上古典可解，若在 0 上适定，则可解函数集

可延拓到 ( 上，且在 ( 上适定 ’
引理 ! $(&%!，初边值问题在 ( 上可解，则相容条件（.）与条件（*!）等价 ’

( 8（!）$ *（! )）｛!（ "），$（ " # - }
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） 1&! （*!）
证 因为 /#（8（!）( *（!））｛!（ "），$（ " + -）｝,$（ " +!+ -）($（ " +!+ -）, !，所以

(（8（!）$ *（!））｛!（ "），$（ " # -）｝( . (/*（8（!）$ *（!））｛!（ "），$（ " # -）｝(# #
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证毕 !
引理 ! !""!!，初边值问题在 " 上可解，差分格式（"）在 " 上稳定且满足相容条件，设!｛#!，"｝#

"，记 #（ $）# %$&（ $）｛#!，"（ ’）｝，(（ $$ % )#）是以｛#（ $$），"（ $$ % ’）｝为初边值条件的差分解，则!$& !，

$%& !，当#’%时，在 $ # $$ % )#上的差分解有如下估计式：%(（ $）( #（ $）%&&$*!+ !
证 因为

｛(（ $$ , )#）- #（ $$ , )#），!｝.｛(（ $$ , )#），"（ $$ , )# , ’）｝-
｛#（ $$ , )#），"（ $$ , )# , ’）｝.［/（#）］)｛#（ $$），"（ $$ , ’）｝- &（)#）｛#（ $$），"（ $$ , ’）｝.
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证毕 !
引理 " !1"!!，若初边值问题在 1 上古典可解，!｛#!，"｝#1，记 #（ $）# %$&（ $）｛#!，"（ ’）｝，则关

于 $ 一致地有：)*+
#)!
（#（ $ %#）( #（ $））# ! !

证 因为

%#（ $ ,#）- #（ $）%&&

(
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#
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’

*3( )’ #（ $ (
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据古典解的定义式（,），%#（ $ %#）( #（ $）%&)!（#)!），由［!，+］的紧性，这个收敛是一致的 !证毕 !
定理 # !""!!，若初边值问题在 " 上可解且适定，又若差分格式（"）在 " 上相容和稳定，则差分格式

（"）在 " 上收敛 !

证 !｛#!，"｝#"，#（ $）# %$&（ $）｛#!，"（ ’）｝!若 #（ $）是古典解，对时步长#4)!，)4 #
$ ( $$
#[ ]

4
，则当

4)-时，$$ % )4#4) $，为书写方便起见，以下不妨设 )4 # )，#4 ##!!$& !据引理 .，$%$ & !，当#’%$ 时，

%(（ $$ % )#）( #（ $$ % )#）%& ’$/，又据引理 "，% #（ $$ % )#）( #（ $）%&)!（ $$ % )#( $)!），故，$%/ & !，

当 $$ % )#( $ ’%/时，%#（ $$ % )#）( #（ $）%& ’$/，取%# +*0｛%$，%/｝（%与 $ 无关），当 $$ % )#( $ ’%
时，有%(（ $$ % )#）( #（ $）%& ’$，即收敛 !
若 #（ $）是广义解，则存在古典解序列 #5（ $）# %$&（ $）｛#5（!），"5（ ’）｝，当｛#5（!），"5（ ’）｝)｛#!，"（ ’）｝

时，关于 $ 一致地有 #5（ $）)#（ $）!!$& !，

%(（ $$ , )#）- #（ $）%&

((

& %$［/（#）］)｛#（ $$），"（ $$ , ’）｝- %$［/（#）］)｛#5（ $$），"5（ $$ , ’

((

）｝&((

,
%$［/（#）］)｛#5（ $$），"5（ $$ , ’）｝- #5（ $

((

）& , %#5（ $）- #（ $）%&
#5（$）关于 $ 一致地趋于 #（$），即第 .项%#5（$）( #（$）%&)!（关于 $ 一致），取 5 充分大，使%#5（$）( #（$）%& ’$
和%"5（!）("（!）%*&! ’$，且不妨设 /$’%!，即使｛#5（ $$），"5（ $$ % ’）｝#管形邻域 6 ｛#!，"｝，%( )! 内，在

6 ｛#!，"｝，%( )! 内，据稳定定义，第 $((

项

%$［/（#）］)｛#（ $$），"（ $$ , ’）｝- %$［/（#）］)｛#5（ $$），"5（ $$ , ’

((

）｝&(( &
［/（#）］)｛#（ $$），"（ $$ , ’）｝-［/（#）］)｛#5（ $$），"5（ $$ , ’

((

）｝ & *

((

! ｛#（ $$），"（ $$ , ’）｝-
｛#5（ $$），"5（ $$ , ’

((

）｝ & *!%#（ $$）- #5（ $$）%& , *!%"（!）-"5（!）%*&! 7 /*!$
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又 !"（ #）是古典解，收敛，对固定 "，取! ! "，当 ## $ $" % # &!

!!

时， %#［&（"）］$｛!"（ ##），#"（ ## $ ’）｝%
!"（ #

!!

）$ &%，所以，"(（ ## $ $"）% !（ #）"$ & ’（)" $ #）%，又以上各步都与 # 无关，故 (（ ## $ $"）一致地收敛于

!（ #）*证毕 *
引理 ! #+$&"，若初边值问题在 + 上可解，又差分格式（(）满足 )*+ ,-./0++条件，则差分格式（(）在

+ 上稳定 *
证 #｛!"，#｝%+，由于差分格式（(）满足 )*+ ,-./0++条件式（1），故&&" ! "，#｛,（ #），’（ #!!

）｝，

%#&（"）｛!（ #），#（ # - ’）｝. %#&（"）｛,（ #），’（ # - ’
!!

）｝$’
（# - &""

!!

） %#｛!（ #），#（ # - ’）｝. %#｛,（ #），’（ # - ’

!!

）｝$!!

而 %’&（"）｛!（ #），#（ # $ ’）｝% %’&（"）｛,（ #），’（ # $ ’

!!

）｝($
# $" 2"#（ # $"）%’（ # $"）"($# $"’

"#（ #）%’（ #）"($#’（# $ &""

!!

） %’｛!（ #），#（ # $ ’）｝% %’ ,（ #），’（ # $ ’{

!!

）｝($
#

!!

所以 &（"）｛!（ #），#（ # $ ’）｝% &（"）｛,（ #），’（ # $ ’

!!

）｝’（# $ &""

!!

）｛!（ #），#（ # $ ’）｝%｛,（ #），’（ # $ ’

!!

）｝

!!

据归纳法，得

［&（"）］$｛!（ #），#（ # - ’）｝.［&（"）］$｛,（ #），’（ # - ’

!!

）｝ ’
（# - &""）

!!

$ ｛!（ #），#（ # - ’）｝.｛,（ #），’（ # - ’

!!

）｝

（# - &""）$ / -34（$ 5+（# - &""））’ -34（&"$"）’ -34（&"0）
取 )" 2 -34（&"0），所以稳定 *证毕 *
定理 " #+$&"，若初边值问题在 + 上可解且适定，又差分格式（(）在 + 上相容和满足 )*+ ,-./0++条

件，则差分格式（(）在 + 上收敛 *
证 据引理 6和定理 ’，得差分格式在 + 上收敛 *证毕 *
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STW-/0，0+R LW0L，.+R-Q LW- T*+SNSL-+TO T*+RNLN*+，S.TW SL0M5- STW-/0 NS T*+_-QV-+L 7 >*Q-*_-Q，]NLW -QQ*Q -SLN/0L-
-34Q-SSN*+ P*Q LW- RNPP-Q-+T- 044Q*3N/0LN*+ L* LW- T50SSNT05 S*5.LN*+，LW- 5N+-0QNLO T*+RNLN*+ NS .++-T-SS0QO 7

?’5 @$(,>：-_*5.LN*+ -\.0LN*+；N+NLN05 M*.+R0QO 4Q*M5-/；+*+5N+-0QNLO；SL0MN5NLO；T*+_-QV-+T-；)*+ ,-./0++ T*+RNLN*+

1:= 河 海 大 学 学 报（ 自 然 科 学 版 ） 第 :6卷




