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实验模态数据修正计算模型的改进拉直算法
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摘要：针对实验模态数据修正计算模型拉直算法存在的缺陷，提出了一种改进拉直算法：首先通过

拉直方法，把待修正的质量和刚度矩阵的方程变为线性方程；然后把位于质量和刚度矩阵带状内的

元素限制在给定范围内，并运用优化和迭代方法确定修正模型 +该算法还考虑了带状矩阵内存在部
分值为 "的情况 +实例计算结果表明，采用改进拉直算法，可以缩小修正模型质量阵和刚度阵与原
模型质量阵和刚度阵之间的差别，使修正模型更符合实际，精度也很高 +
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中图分类号：-(!# 文献标识码：. 文章编号：$"""!$%)"（!"")）"$!"$$*!"/

结构振动控制［$］动力分析所采用的模型一般都对实际结构进行了简化处理，为了提高结构动力分析的

精度，需对模型进行修正 +目前，模型修正的方法有多种，如采用二次约束的优化方法［!］、基于神经网络的方
法［(!/］等，常用方法是利用实验模态数据对模型进行修正 +一般来讲，计算模型具有带状稀疏特点 +早先的修
正方法［,!#］是把原带状稀疏的矩阵变为满值矩阵，这对其后的运算造成较大困难 +为保证原模型矩阵带状稀
疏的特点，彭晓洪等［*］提出了改进的修正方法 +该方法忽略修正后的矩阵带状以外的元素，通过反复迭代达
到了修正目的 +张宪民等［)］通过最佳矩阵逼近法来修正结构参数，这种方法精度很高 +文献［%］提出了一种新
的修正方法———拉直算法 +该法将位于矩阵带状内的元素直接作为优化目标函数进行迭代，通过迭代计算就
可以得到修正模型 +拉直算法的优点是计算量小、精度高，不足之处是：（0）未说明测量模态数与修正模态数
之间的关系，如果测量模态数小于修正模态数，则误差较大，且差别越大，误差越大；（1）修正量公式中出现奇
异矩阵；（2）修正量取值比例仅为 $ 3 !，限制太严格；（4）权矩阵 ! 的选择范围较小 !为此，本文对该拉直算法
进行了改进 !

! 修 正 原 理
假设结构动力计算有限元模型的质量阵与刚度阵分别为 "$和 #$，且均为 " 阶矩阵，半带宽分别为 "#

和 "$，通过实验模态分析得到的结构前 % 阶固有频率和振型分别为!&，!&（ & 5 $，!，⋯，%），测量模态数大于或
等于半带宽 !令修正矩阵分别为""，"#，则修正后的质量阵和刚度阵分别为

" ’ "$ ("" # ’ #$ ("# （$）

由于质量阵及刚度阵均为对称阵，取各自修正阵也为对称阵且仅在带状内有值 !故而在矩阵""，"# 内实

际未知元素个数分别为 )# ’ !
"#*$

& ’ "
（" * &） )$ ’ !

"$ *$

& ’ "
（" * &） （!）

! !! 质量阵的修正
首先对实验模态分析所得特征向量"& 进行归一化处理，即令"6

&"$"& 5 $（ & 5 $，!，⋯，%），由#6"# 5 $
可得 #6""# ’ $ * % （(）
式中：$———单位阵；# 5［!$，!!，⋯，!%］；% 5#6"$# !
由于满足式（(）的""有无限个，考虑到"" 阵对称，故只取其下三角阵内的元素作为未知变量 !这里
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不妨设!!阵的对角线上的未知元素为 !"（ " ! "，#，⋯，#），而其下三角阵非对角线上的元素（按对角线排
列）为 !"（ " ! # $ "，# $ #，⋯，（# $ "）# $ #），则欧拉范数为

!!!! % "
#

" % "
!#" & # "
（#&"）# $#

" % #&"
!#" （%）

将式（%）极小化，即 ! % "
#

" % "
""!#" & # "

（#&"）# $#

" % #&"
""!#" （&）

式中"" 是权系数 ’若 !" 位于矩阵!!的 ( 行 ) 列，则取"" 为 " $（*"（ (，)））#（’###"’）’
式（&）约束条件为 !(!!! % " # $ !! % !!( （)）

对式（*）进行拉直运算，得
（!($!(）+,-（!!）% +,-（ " + $） （.）

式中 +,-表示对矩阵进行拉直运算 ’
式（.）是一个线性方程组，现对其左端变量进行次序调整：（/）将对角线上的变量按对角线方向依次放到

列向量 +,-（!!）的前面部分；（0）把下三角阵上的非对角线上变量按对角线方向依次放在列向量 +,-（!!）
的中间；（-）把上三角阵上的非对角线上变量按对角线方向依次放在列向量 +,-（!!）的后面部分 ’调整过程
中系数阵（!($!(）也应进行相应的列调整 ’记调整后的系数阵为 %，而调整后的 +,-（!!）仍用原符号表
示，则式（.）可表示成

,+,-（!!）% +,-（ " # $） （1）
对 +,-（!!）进行半拉直变换，得 +,-（!!）% -2+,-（!!） （3）

令 . % , / -，则 .2+,-（!!）% +,-（ " # $） （"’）
在 2+,-（!!）中仅有前 01 个变量为所求变量，其余变量不存在，删除多余变量，即取 . 的前 01 列组成

新矩阵&，取 2+,-（!!）的前 01 个变量组成新列阵’，则得
&’ % +,-（ " # $） （""）

此时函数 2 变成 $ % "
#

" % "
""!#" & #"

01

" % #&"
""!#" （"#）

以上进行的调整均为列调整，下面进行行调整 ’因 " 4 $, 为对称阵，拉直运算后方程组（""）出现冗余方
程 ’如果取 " 4 $, 的下三角阵所对应的方程，则可删去上三角阵非对角线元素所对应的方程 ’具体采用列调
整方法 ’取调整后的矩阵 & 的前 3（3 $ "）$ #行组成新矩阵 (，设调整后的 +,-（ " 4 $）仍用原符号表示，则得

(’ % +,-（ " # $） （"*）
此时，式（)）所表示的约束条件已转化为简单的线性方程组约束式（"*）’
按文献［3］的方法可得（() 4 "

" ((为奇异矩阵，应采用广义逆求其逆）

’ % ) +"
" ((（() +"

" ((）& +,-（ " # $） )" % 56/7（#""，⋯，#"#，%"#&"，⋯，%"01
） （"%）

把 ’ 中元素值放回!!内，取（" $%）!!（’#%#"）为修正量 ’
! ’" 刚度阵的修正
首先对特征向量"" 进行规一化 ’令"(

" !"" ! "，（ " ! "，#，⋯，3）’修正后的刚度应满足 *! ! !!##，即

!*! + !!## # *"! （"&）
进行拉直运算，得

（!($ "）+,-（!*）% +,-（!!## + *"!） （")）

式中：# ! 56/7（&"，&#，⋯，&3）；"———# 阶单位阵 ’
采用与质量阵修正相同的方法对式（")）左端变量进行次序调整，记调整后的（!($ "）为 ,，而调整后的

+,-（!*）仍用原符号表示，则式（")）变成
,+,-（!*）% +,-（!!## + *"!） （".）

对 +,-（!*）进行半拉直变换，得 +,-（!*）% -2+,-（!*） （"1）
式中 2+,-表示对称矩阵的半拉直运算 ’
令 . + , / -，则 .2+,-（!*）% +,-（!!## + *"!） （"3）
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在 !"#$（!!）中仅有前 !" 个变量为所求变量，删除多余变量，取 " 的前 !" 列组成新矩阵"%（"# & !"），取
!"#$（!!）的前 !" 个变量组成新列阵 #，得

"%# $ "#$（!!"’ % $%!） （’(）
式中 # )［&% &’ ⋯ &!"］

* ’
由于式（’(）右端不是对称阵，故不必进行行调整 ’此时，式（%+）所表示的约束条件已转化为简单的线性

方程组约束式（’(）’取优化目标函数为

!% $ !
#

( $ %
"(&’( ) ’!

!"

( $ #)%
"(&’( （’%）

式中"( 是权系数 ’若 &( 位于矩阵!$ 的 * 行 + 列，则取"( 为 % ,（-%（ *，+））#（("#"%(）’
按文献［,］的方法可得（"%% - %

’ "*
%为奇异矩阵，应采用广义逆求其逆）

# $ % %%
’ "*

%（"%% %%
’ "*

%）
) "#$（!#"’ % $%#） （’’）

式中 %’ ) ./01（’"%，⋯，’"#，2"# 3 %，⋯，2"!"
）’

把 # 中的元素值放回!$ 内，取（% ,$）!$（("$"%）为修正量 ’

! 算例及讨论
以文献［,］算例作为本文算例，其测试的前 ’阶固有频率与模态向量见表 % ’

表 " 计算频率及模态向量与测试结果的比较
#$%&’ " ()*+$,-.)/ )0 1$&12&$3’4 ,’.2&3 )0 0,’52’/1-’. $/4 *)4’ 6’13),. 7-38 *’$.2,’4 4$3$

阶数

频率 模态向量

测试

结果 4 56

理论模型 本文方法

计算结果 4 56 误差 4 7 计算结果 4 56 误差 4 7

测试

结果 4 56

理论模型 本文方法

计算结果 4 56 误差 4 7 计算结果 4 56 误差 4 7

% 89,,%( ,9%,2, ’9’: 89,,(: (9(2

’ ’:98+’+ ’+9’(,8 ,92, ’:98+’( (9((

(9;’++( (9;<:2+
(9;’(:, (9;<2(8
(9;(’(; (9;%<,(
(9+:88% (9+8:’’
(9+%::, (9+’,22
(9228,8 (92;;(2
(9<:;:, (9<,::(
(9’,%<: (9<%’+(
(9%,2,8 (9’%(:;
(9(,:;% (9%(+;;

- (9+8<:: - (9+,’<(
- (9+2%;( - (9+;8:%
- (9<8’(: - (92<%88
- (9%,2,+ - (9’;(;+
(9%%2’% (9(%2<,
(92(;88 (9’88’:
(9;:(%+ (9+<,’(
(9:(:+< (9;%8<<
(928,<, (92+%’’
(9’2:;: (9’<(%,

<9%’

%;9%(

(9;’++%
(9;’(8’
(9;(’%;
(9+:88’
(9+%::<
(9228,2
(9<:;:<
(9’,%<’
(9%,28,
(9(,:+:

- (9+8<8’
- (9+2%;%
- (9<8’(’
- (9%,28<
(9%%2’8
(92(;8:
(9;:(%,
(9:(:+%
(928,2’
(9’2::<

(9(%

(9(%

有限元模型的质量阵为

［!%］$ ./01（(9%，(9+，(9’，%9(，(9’，(9’，(98，%9(，(9<，(9%）
刚度阵为三对角阵，主对角元素为

［;< %’; %’; %’; %’; %’; %’; %’; %’; %’;］. %(((
’个次对角线元素均为

［% ;< % ;< % ;< % ;< % ;< % ;< % ;< % ;< % ;<］. %(((
取") ’，#) %(，经 2(次迭代修正后的结果为

［!］$ ./01（(9’%+，(9+,<，(9’%:，(9,2;，(9(8%，(9(::+，(9:’;，(9,:,8，(9’,’8，(9(,82）
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刚度阵为三对角阵，主对角元素为

［!"#"$ "%&#’’ "%(#) "$% "))#( "$*#) "&+#$ (+’#$+ ++"#( ()!#!］! "***
(个次对角线元素均为
［" !"#"& " ’$#%+ " ’&#&$ " %"#+% " %+#!% " %%#(% " ’!#++ " "%!#"$ " "($］! "***
表 "误差的计算公式为［"*］

! # !"$ ""$*!
!"$*!

! "**%

式中：!$———修正算法的第 $ 阶模态振型；"$*———测试的第 $ 阶模态振型 &
从文献［!］可知，拉直算法计算结果中第 "阶振型的相对误差为 +%，第 (阶振型的相对误差为 &%，而

本文计算结果中第 "阶振型和第 (阶振型的相对误差均为 "%（表 "）&由此可见，本文方法精度更高 &

! 结 束 语
本文针对实验模态数据修正计算模型拉直算法存在的缺陷，提出了一种改进拉直算法 &该改进拉直算法

的特点是：说明了拉直运算中测量模态数与修正模态数之间的关系；修正量计算公式中奇异矩阵求逆时采用

了广义逆；修正量的取值条件有所放宽；权矩阵及迭代修正量的选择更容易；随着迭代次数的加大，精度会愈

来愈高并趋于稳定 &总之，与文献［!］的方法相比，本文方法理论上更严密，应用更方便 &
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