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具有阻尼项的高阶波动方程整体解的不存在性
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摘要：利用试验函数方法研究了带有线性阻尼项 !" 和非线性阻尼项（ #（ !））" 的 !类高阶波动方程
的初值问题非平凡整体解的不存在性 $结果表明：当初值函数满足一定的条件时，第 $类方程的任
何非平凡整体解必在有限时间内爆破；当参数和指数满足一定的条件时，第 !类方程也不存在非平
凡整体解 $
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假设某种流体从断裂或裂开的媒介或环境流入地下时，流体不可压缩并且媒介由 !个连续体（即媒介断
裂部分和媒介渗透部分）叠合而成，那么在空间变量为一维的情况下，可以导出偏微分方程组［$］
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式中：%$，%!———媒介系数；($，(!———渗透系数；&$，&!———压力 $它们都为正常数 $
如果 %$，(!可以忽略不计，压力 ! - &!满足著名的 ./01234/55方程

!" * +!)) , -!))" （!）
当只有 %$可以忽略时，压力 ! - &!满足

!" * +!)) , -!))" ’ .!)))) （,）
一般情况下，系数都不可忽略时，消去 &$，那么压力 ! - &!满足偏微分方程

!"" , +!" * -"! , ."!" ’ /"!! （(）
其中 +，-，.，/ 都是正常数 $这是一个具有物理意义的线性阻尼波动方程，其解可以通过文献［!］中的 6780910
变换得到 $但实际生活中很多问题都有较多的影响因素，并且会出现可行解不存在的情况，因此本文研究了
带有非线性扰动 0（!）- ! &，& : $的方程 $文中采用的试验函数方法是由 ;959<9109等［,!%］研究非线性椭圆
方程和发展方程解的不存在性时首先提出的 $文献［=!#］也巧妙地应用该方法解决了各类方程非平凡整体解
的不存在性 $为了使该方法能适合文中所讨论的问题，本文对试验函数进行了适当的改进 $

! 整体解不存在性的证明
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定义 $［=］ 设初始数据 !"（)）"3$47>（"1）#4!
47>（"1），!$（ )）" 3$47>（"1）$如果对任意光滑的非负的试验

函数"（ "，)）"5$，!
"（"? @ "1），式

$
A

"$"1 ! &
"<)< " *$

A

"$"1!"""<)< " ’ +$
A

"$"1!""<)< " ’ -$
A

"$"1!""<)< " , .$
A

"$"1!"""<)< " ,

<$
A

"$"1!"!
"<)< " ’$"1［+!"（)）, !$（)）’ ."!"（)）］"（"，)）<) ,$"1!"（)）""（"，)）<) （=）

第 ,=卷第 $期
!""’年 $月

河 海 大 学 学 报（ 自 然 科 学 版 ）

B7802/4 7C D7E/9 F29G10H95I（J/580/4 K>912>1H）
L74),= J7)$
B/2)!""’



成立，那么 !（ "，#）!$%
!"#（!$ % !&）为式（&）的整体弱解 ’

定理 " 设 % ’ (，初始数据 !)（#）!$(
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!*（#）) *!)（#）+ !(（#）, -!!)（#） （# ! !&） （+）
并且存在 .) ’ )，当 # #.)时，
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成立，那么问题式（&）的任何可能的非平凡整体弱解必在有限时间内爆破 ’
注 式（2）优于文献［2］中的式（(32）’因为当 !(（#）4 )时，!*（#）只与 !)（#）有关，条件（2）仍可以成立，

但文献［2］中的条件式（(32）不成立 ’
证明 设 ! 是式（&）的弱解 ’对式（5）式右边应用 6"!789不等式和!0:";.<不等式［=］，得出
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其中：3( 4 (，3* 4 *，31 4 6，3> 4 -，3& 4 7，!2 4（% /（& 32））( / %，4 4 % /（ % ? (），#( 4"""，#* 4""，#1 4!"，#> 4!""，
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类似于文献［2］，定义
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:; 是; 阶的齐次偏微分算子，且 :;$) &<$)，常数 < ’ )，);#( ’所以得到
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选取试验函数
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显然""（)，#）4 ) ’将式（((），（()）代入式（=）的右边并对其进行估计，那么对于 . ’ .)，
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其中：=( 4 5(（>4）*4，=* 4 5*（>4）4，=1 4 51<4，=> 4 5>（>4）4<4，=& 4 5&<4 ’就是说，假如问题式（&）在区域内
有非平凡整体弱解，那么对于)1 ’ )，
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成立 ’使上式的右边最小化，得出
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其中 ( 为正常数，(+ 4 *>4 ? (( ’所以 ,./
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与条件式（2）矛盾 ’即问题式（&）的任何可能的非平凡整体弱解必在有限时间内爆破 ’

# 方程的推广
下面从参数和指数的角度考虑方程非平凡整体解的不存在性 ’
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这里 ?（!）&; ! %，%’ )，; ’ ) ’参照文献［5］对系数函数的定义方法，令 *（#）是形如 # &（ ? & C&C 0）的
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函数，!（ "，#）是形如 "! # "的函数（!!!" #），$（ "，#）是一个给定的函数 %
定义 !［$］ 初始数据 &!（ #）" ’#%&’（"(）#)(
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成立，那么函数 &"’$%&’（"* + "(）， & +!"’#%&’（"* + "(）称为式（#/）的整体弱解 %
定理 ! 如果 &!（#）"’#%&’（"(）#)(
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那么问题式（#/）不存在非平凡整体弱解 %
注 当$) #时，问题式（#/）类似于问题式（0），只是研究问题解的角度不同，对此可不再考虑 %
证明 采用反证法，假设 & 是问题式（#/）的非平凡整体弱解 %选取试验函数
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很明显，#"（!，#）) ! %再对式（#.）的右边应用 8&%-9:不等式和’9;&<5=不等式，得到
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其中 + > 123｛#，$｝，; ) + 6（+ ? #），’> !，*（’）> !，并且
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定义(7 )｛（ "，#）""* + "(："( * # 6!7.｝，为了估计式（#6）的右边，需要以下不等式［#!］：
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因为)# "). ")0 ")/，令)$ ) 123｛)(，)/｝%如果 7 充分大，那么下式成立：
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由条件式（#$），+ " 5，所以)( " !，)/ " !，即)$ " ! %因此当 7(,时，
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由条件式（#0）可以推出 &)! %所以问题式（#/）不存在非平凡整体弱解（即使有解，也只是零解）%
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! 结 语

本文通过带阻尼项的高阶波动方程非平凡整体解的不存在性问题的研究，得出对于不同的初值或指数

值 ! 将影响方程解的存在性的结论 "需要指出的是，指数 !! # 时方程的非平凡整体解是否存在还有待进一
步研究 "
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