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摘要：针对典型调压室水力系统，建立了具有随机初始条件和随机系数的涌波分析随机模型，从数

学上严格证明了调压室涌波随机模型存在唯一的均方解，并进一步利用 ,-./0-112定理求解了其解
过程的联合概率密度函数，最后给出了调压室涌波的均值解曲线 *
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调压室水位波动的计算是设计调压室时的关键问题，特别是调压室在甩荷时的最高涌波水位 *对这类有
压引水系统非恒定流进行计算时，传统方法是将各种影响因素及控制变量当作确定量，综合选择不利条件组

合，求出最高涌波水位，作为结构设计的动水荷载 *但实地调查资料［’!!］表明，按传统方法设计的调压室（井），
普遍存在容积或高度偏大的现象 *实际上影响涌波大小的各种因素如库水位、带荷程度、丢荷程度、引水道摩
阻等都具有随机性，所以调压室涌波应该是一个随机过程 *随着科学技术的发展，工程结构的设计方法已经
从传统的、源于简单经验估算的安全系数法逐渐上升到科学的、基于精确概率计算的可靠度设计方法 *所以
为了适应水工建筑物结构设计规范中概率可靠度的设计要求，必须要对调压室涌浪进行更加精确的分析，而

采用随机的方法对其研究更为合理 *文献［$］综述了随机分析方法在调压室涌波和水电站水击中的应用情
况，文献［+!5］均对调压室进行了相应的随机分析，但主要采用 7.892:;<=1.方法对调压室涌波进行随机模拟

图 ! 典型调压室系统
"#$%! &’(#)*+ ,-.$/ 0*12 ,’,0/3

分析 %7.892:;<=1.方法只是一种数值试验的方法，不能给出随机解过程
的概率密度函数 *本文在建立调压室涌波随机模型的基础上，证明了
调压室涌波随机模型存在唯一的均方解，并进一步利用 ,-./0-112定理
求解了解过程的概率密度函数 *

! 调压室基本方程
图 ’为典型的简单调压室系统，忽略调压室下游高压管道的影

响，认为流量 !"至 !’的改变是突然的，且直接发生在调压室的下游，建立运动方程及水流连续方程
［%］：

" # $!%
&+ ’$ ( ( ) %

*
>(
> + （’）

!’ # (, ) - >"
> + （!）

初始条件 (（"）#
!"
, （$）

"（"）# $!%
&+ ’$ (

!（"） （+）

式中：(———引水道流速（以水库向调压室方向为正）；"———调压室瞬时相对水位（以库水位 "? 为基准，向

下为正）；$，%，&，,———引水道糙率、长度、水力半径及断面面积；-———调压室断面面积 .
设 ! @为机组满负荷时的引用流量，!"，!’分别为机组负荷变化前后的引用流量，/"，/’ 分别为机组负
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A./=8<1 .@ B.C<- D8-02=E-9F（G<9/=<1 HI-28I2E）
4.1*$% G.*!
7<=*!"")



荷变化前后的带荷程度系数，则有 !! " "!!#，!# " "#!# $若考虑全甩负荷的情形，则 "# " ! $于是调压室基
本方程可以改写为

$%
$ & ’ (

) * + ,%)
-& .’( )% % （(）

$*
$ & ’ + /

0 % （)）

初始条件同前 $

! 随 机 模 型
对于给定的水电站水力单元而言，)，-，/，0，( 和! *都为确定量 $引水道糙率 , 受隧洞衬砌材料、施工

质量、水流流态、水流长期冲蚀的时间效应、量测误差等多种因素的影响，因而具有较大的不确定性 $由文献
［+］假设糙率 , 服从任意三角形分布，其概率密度函数为
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式中 ,,，,-，,.分别为糙率的最小值、正常值（或平均值）和最大值 $
机组负荷变化前的带荷程度系数 "!与电站承担基荷还是峰荷、主结线形式、输电回路数、机组台数、库

水位以及操作方式等多方面因素有关，因而 "! 具有一定的随机性 $由文献［/］有：对于单机水力单元，"! 服

从［!0%，#］区间上的递增三角形分布，其概率密度函数为

#（1）’
’0#%(1 + !0)%( （!0%! 1 ! #）
!{ 其他

（/）

对于多机水力单元，"!服从［!，#］上的均匀分布 $
将参变量 "!和 , 都考虑为随机变量时，%，* 就均为随机过程，则方程（(），（)）外加初始条件就变为既

有随机初始条件又有随机系数的非线性随机微分方程组 $
引入向量表示，有

!（ &）’（*，%，4）1
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) * + 4% %

#’（*，%，4；&）’ !
于是式（(），（)）及初始条件就可以写成

$!（ &）
$ & ’ #（!（ &），&） （2）

初始条件为

!（!）’ !! （#!）
上述方程就变为只具有随机初始条件的非线性随机微分方程组 $
根据文献［2］，可以用 345674889定理求解方程（2）和（#!）解过程的联合概率密度函数，但是在求解其结果

之前，必须要先讨论其解的存在性和唯一性 $
设随机变量序列 4#，4%，⋯，4, 的二阶矩阵"｛4%

#｝，"｛4%
%｝，⋯，"｛4%

,｝是有限的，称 , 维随机向量 # "
（4#，4%，⋯，4,）

1组成的一个线性空间为 ),%空间［#!］$在 ),%
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空间中的模定义为：
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5 $对于方程
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（!）和（"#）的解的存在唯一性有如下定理：若 !（!（ "），"）：#$% & $!#$%连续，则方程（!）及（"#）对于任何初始条
件 !#"#$%存在唯一的均方解 %
证明：方程（!）及（"#）等价于积分方程

!（ "）& ’# (#
"

#
!（!（)），)）’) （""）

下面用逐步逼近法解该积分方程 %
由关系式

!*("（ "）& !# (#
"

#
!（!*（)），)）’) （"%）

定义了一个随机过程序列｛!*（ "）｝%
考虑四维闭区域 +： " ( # $!

%%

， ! ( !

%%

# ,$"，+&#$% & $ %在 + 上 !（!（ "），"）连续因而有界，即存在常
数 -，在 +

%%

上满足 !（!（ "），"

%%

） ,$- %又由 .，/ 在 + 上的连续性可知它们皆有界，所以存在常数 -. 和

-/，在 + 上满足 . $-.， / $-/

%%

，所以有
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其中 /*0".*0" .*0" 0 /*.* .* &
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所以有
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即有序列｛!!（ &）｝为一致收敛的 +所以 &’(
!$)

!!（ &）* !（ &）唯一存在 +

又由于 !（ &）是均方连续序列｛!!（ &）｝的一致收敛的极限，因而 !（ &）也是均方连续的 +下面来证明 !（ &）
满足积分方程（!!）+
对于 & + " #!和一切!
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因为｛!!（ &）｝一致收敛到 !（ &），所以对于 & + " #!，当 ! 充分大时，最后 $项可以（关于 & 一致地）为
任意小，因而它恒等于零 +即证明了 !（ &）满足积分方程（!!）+

! 解过程概率密度函数的求解
由上述定理可知，随机模型（%）及（!"）存在唯一的均方解，于是可以进一步利用 ,’-./’&&0定理求解其联

合概率密度函数 +为应用 ,’-./’&&0定理，下面先求其初始条件 !" 的联合分布 +令 !（"）*（,，-，.）1 的联合
分布函数为 /"（ 0，1，2），则

/"（ 0，1，2）% 3 $$!$
"#

42 536$

7$
4 8

0，!"#
6
7 4

1，$$#
42 53

9{ }2 （$$）

由于 !（"）*（,，-，.）1有 3个变量，而它们是由 $个随机变量 $ 与!"变换而来的，所以不能直接由 $
与!"的分布求解 !（"）*（,，-，.）1的分布 +为方便起见，将 ,（"），-（"）和 .（"）的分布分开计算 +即

/"（ 0，1，2）% 3 $$!$
"#

42 536$

7$
4 8{ }0 3 !"#

6
7 4

{ }1 3 $$#
42 53

9{ }2 （$3）

于是可以利用 $ 与!"的分布求解出 :（"）的联合分布函数为 /"（ 0，1，2），进一步求导可以得出 :（"）的概率
密度函数 ’"（ 0，1，2）+
下面用 ,’-./’&&0定理来求解解过程的联合概率密度函数 +令（,，-，.）1 的联合密度函数为 ’（ 0，1，2；

&），由 ,’-./’&&0定理［%］：

%’
%& "

1 ’
/
%’
%0 # 0 9

8 "( )2 1 1 %’
%1 " $2 1 ’ % " （$2）

其初始条件为 !" *（,（"），-（"），.（"））1的联合密度函数 ’"（ 0，1，2）+
利用数值方法求解该双曲型偏微分方程初值问题的数值解，可以得到（,，-，.）1 的 联合概率密度函数

’（ 0，1，2；&），进而关于 1 和 2 边际积分，得到 , 的概率密度函数 ’,（ 0；&）%"
2(56

2(’7"
1(56

1(’7
’（ 0，1，2；&）#1#2，其中

1(’7，1(56为 -的变化范围，2(’7，2(56为 .的变化范围 +由 ,的概率密度函数，可以求解 ,的其他概率信息 +如

,的均值过程为!,（ &）%"
0(56

0(’7
0’,（ 0；&）# 0，0(’7，0(56为 ,的变化范围；调压室最大均值瞬时相对水位为 ,(56 %

(56｛!,（ &）｝等 +

" 算 例

某水电站在电力系统中的主要任务为调峰，有 2台机组，共用一引水水力单元，引水隧洞长 !$""(，直径
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! ! "#$%&，断面积 " ! ’($%)&*，用钢筋混凝土衬砌，引水道糙率正常值 #+ ! #$#",，最小值 #- ! #$#"*，最大
值 #. ! #$#"/ $调压井为简单圆筒式，直径 % ! *#$#&，断面积 & ! ,"/$"(&* $/台机组最大引用流量为 ’&-0 !
/’单 ! / 1 ’%&, 2 3，电站工作水头约为 ,’#$#& $水库正常蓄水位 (4 ! 5#5$#&，坝底高程 (6 ! (5#$#&，下游水
位约为 ,*/$#& $计算分析调压室最高涌波水位 $
! $" 采用确定性数学模型求解
假设 /台机组水轮机导叶瞬时全关（即 )# ! "$#，)" ! #$#），引水道糙率 # 取可能的最小值，即 # !

#$#"*，利用调压室涌波计算的解析公式［(］求解得相对于水库的最高涌波约为 **$,’ &；采用龙格库特法对基
本方程进行数值积分，得出涌波波动过程，并从中选出最高涌波为 **$," &，发生时间为 * ! ,/ 3 $现取数值解
作为调压室最高涌波确定性求解结果：甩负荷产生的以库水位 (7 为基准的最高涌波为（取绝对值）!(+& !
**$,"& $
! $# 采用随机模型求解
该算例为担任峰荷的多机水力单元，甩负荷前该水力单元担负荷程度系数 )# 的分布假设为［#，"］上的

均匀分布 $此时，#- ! #$#"*，#+ ! #$#",，#. ! #$#"/，, ! "*##&，’ 8 ! / 1 ’%&, 2 3 ! ,/#&, 2 3，& ! ,"/$"( &*，- !

*$(*%&，! ! "#$%&，断面积 " !"!
*

/ ! ’($%)&* $则由式（*/）有（(，.，/）9的联合密度函数 0（ 1，2，3；*）满足的

:;<=>;??@方程为

!0
!* 4

#$*5%(*,’’%2!0
!1 5（#$##’"((((( 1 4 32 2 ）!0

!2 4 *3 2 0 6 # （*%）

利用差分方法可以求解上述初值问题的偏微分方程，从而可以得到 0（ 1，2，3；*）的数值 $在求解的过程中必
须注意 0（ 1，2，3；*）还要满足条件：

"
5A

4A"
5A

4A"
5A

4A
0（ 1，2，3；*）B2B 1B3 6 " 0（ 1，2，3；*）# # 0（7 A，2，3；*）6 #

0（ 1，7 A，3；*）6 # 0（ 1，2，7 A；*）6 #

有了 0（ 1，2，3；*）后，进行边际积分 01（ 1；*）6"
5A

4A"
5A

4A
0（ 1，2，3；*）B2B3，得出 ( 的一维概率密度函数族 $进

一步可得 ( 的均值曲线)1（ *）6 8［(］6"
5A

4A
101（ 1；*）B 1（如图 *所示 $图 *中调压室水位为 #时即库水位，

图中数字分别表示在波峰和波谷处用龙格库特法和随机分析法计算得到的调压室涌波相对水位）$从而可知
调压室涌波相对水位的最高均值结果为 *#$’*&，发生时间仍为 ,/ 3 $并且可以计算出概率 9｛(（ *）$ *#$’*｝
6 #$)5’，即实际调压室涌波相对水位只有 *$*: 的概率大于其最高均值涌波相对水位 $

图 # 调压室涌波均值过程线
$%&’# ()*+ ,*-.) /.0,)1 23 1.0&) %+ 45) 1.0&) 4*+6

7 结 论

*’ 确定性计算方法是在最不利条件组合下计算出 "个最高涌波值，然后与最高静水位叠加作为调压室
结构的设计荷载 C而随机模型考虑了各随机参量取值的概率分布，即综合考虑了各种计算条件，并计入了各

,)"第 *期 朱永忠，等 用随机微分方程模型求解调压室涌波



种计算条件出现概率的大小，给出的是调压室最大涌波值的均值等概率信息 !并且在给出调压室涌波最大值
的同时，还给出了相应的取值概率 !

!" 考虑随机模型时，其均值结果要比确定性计算方法下得出的结果小 !在生产实践中，很难做到所有的
量都会在同一个时刻取到最不利的值，从而确定性方法计算出来的结果肯定要比随机方法计算的均值结果

大 !说明传统的确定性计算方法计算出的最大涌波值结果过于保守，按此结果作为调压室结构的设计荷载，
其设计结果会增大工程成本和工程工作量 !
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