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摘要：将 /0120314乘子法引入二阶伴随模型的构造，将正模型和一阶伴随模型构建到一个目标函数
中，通过对目标函数取一阶变分直接得到了二阶伴随方程，简化了二阶伴随模型的构造 .对
/0120314乘子法构造一阶、二阶伴随模型的过程进行了讨论，并以非线性浅水波方程为例，利用
/0120314乘子法对一阶和二阶伴随模型进行了推导 .
关键词：数据同化；二阶伴随模型；/0120314乘子
中图分类号：5#*’.! 文献标识码：6 文章编号：’"""!’-,"（!"",）"!!"!&*!"&

伴随法作为最优的数据同化方法之一在大气和海洋研究中得到了广泛重视［’］.伴随法通过一阶伴随模型
的计算可得到目标函数关于控制参数（初始场或模式参数等）的梯度，即一阶导数信息，从而可以利用一阶伴随

模型来优化初始场和模式参数 .而通过二阶伴随模型的计算可得到目标函数关于控制参数的二阶导数信息（即
目标函数的 )477803矩阵），从而可用于研究伴随法优化过程中解的存在性、唯一性及参数的敏感性等［!!&］.
不少学者利用伴随算子和 9:0;40<=微分理论，对二阶伴随模型的构造进行了研究［!!*，%］.但由于只有线性

算子才有伴随算子［#］，基于伴随算子法进行伴随模型的推导，必须先对正模型和一阶伴随模型利用 9:0;40<=
微分进行线性化，然后再利用伴随算子构造伴随模型，这个过程不仅繁琐，且易出错 . /4 >8?4;等［,!-］提出了
利用 /0120314乘子法构造一阶伴随模型的方法并对其进行了应用，简化了一阶伴随模型的构造 .本文将
/0120314乘子法引入二阶伴随模型的构造，通过 /0120314乘子将正模型和一阶伴随模型构建到 ’个目标函数
中，对目标函数取一阶变分直接得到了二阶伴随方程，简化了二阶伴随模型的构造 .

! 二阶伴随模型
! .! 伴随算子法
设正模型方程为
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其中 ! 为计算值，!@A7为实测值，并假定实测值 !@A7关于空间和时间是连续的
［’"］&同化的目的是实测值和计

算值达到最大程度的统一，即 ’ 取得最小值 &
由于伴随算子基于线性空间，利用 9:0;40<=微分［#］，先将正模型方程切线性化：
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而目标泛函沿扰动方向!的 !"#$%#&’微分为
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给定一变量 #"（ )），利用伴随算子［0］，令 #"（%）1 *，可得
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要使 " 取得最小值必有 !"（#）1 *，综合式（/）和（2），可得
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其中 #*（#）
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为 #*（#）

#[ ]# 的转置，
#*（#）
#[ ]# 为 *（#）关于 # 的 5#6+,7#8行列式 +方程（4）即为正模型的一

阶伴随方程，#"为 # 的一阶伴随算子 +
为研究伴随法优化过程中解的存在性、唯一性及参数的敏感性等，需要知道目标函数关于控制参数的二

阶导数信息（即目标函数的 9%--7#8矩阵），而通过二阶伴随方程的计算即可得到 9%--7#8矩阵 :为推导二阶伴
随方程，利用 !"#$%#&’微分，将一阶伴随方程切线性化：
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利用伴随算子概念，类似一阶伴随方程推导，可得二阶伴随方程
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式中$# 为# 的二阶伴随算子 +
! +" #$%&$’%(乘子法
伴随同化是一个带有约束条件的泛函变分问题，通过拉格朗日乘子法可为泛函解除约束条件成为无约

束变分 +引入 #"（ )）作为约束方程（(）的拉格朗日乘子，构造目标泛函
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由泛函极值条件知，要使泛函取得极值必有
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且

!

# -（#）1 #"（*）+方程（4）即为正模型的一阶伴随方程，#"为 # 的一阶伴随算子 +
根据变分理论，可以通过

!

)-，即目标函数的 9%--7#8 矩阵来研究目标函数 -（#）的极值性质，令# 1!

)- +通过拉格朗日乘子$# 再次把方程（(）吸收到目标泛函中，建立目标泛函
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式（!"）看成引入 #个乘子!! 和!! 将正模型和一阶伴随模型构建到一个目标函数中，为表示方便将!! 写成

)

! "同样，要使泛函取得极值必有!# $ %，即
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令!! 和!!$的系数分别等于零，再加上初始条件，有
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方程（!(）就是二阶伴随方程，而式（!%）正是正模型的线性化表达式 "可以看出，利用 *+,-+.,/乘子法二阶伴
随方程和线性化表达式是一次性获得的，简化了二阶伴随模型的构造 "
利用二阶伴随模型可以较准确地计算出目标函数关于控制参数的 0/112+.矩阵［"，3］：以扰动"!,（其中 ,

$ !，#，⋯，-，- 表示控制参数个数，!, 为第 , 个元素为 !其余为 %的单位矢量）求解方程（!)）和一阶伴随方
程（!!），然后计算二阶伴随模型（!(），二阶模型的解就是 0/112+. 矩阵的第 , 列，, $ !，#，⋯，- "令 ! 为
0/112+.矩阵，可用公式表示为
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! 非线性浅水波方程的一、二阶伴随模型
二维深度平均的浅水波方程为

##
#( *#./

#0 *#.1
#2 $ %

#/
#( * /#/

#0 * 1#/
#2 ’ 31 * 4##

#0 * 55/ $ %

#1
#( * /#1

#0 * 1#1
#2 * 3/ * 4##

#2 * 55 1 $











 %

（!3）

. $ 6 *#
初始场 # %% $ / %% $ 1 %% $ %

式中：.———总水深；0，2———东、北方向：/，1———水流东、北分量；3———柯氏力参量，55———底摩擦系数 "构
造目标泛函
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式中：#651，/651，1651———实测值，假定其关于时间和空间是连续的；#，/，1———同化值 "引入#$（ 0，2，(），/$

（0，2，(），1$（0，2，(）作为约束方程（!!）的拉格朗日乘子，目标泛函可以写成
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根据!8 $ %，并利用边界上（!#，!/，!1）$ % 及正过程初始场# %%
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式（$%）就是浅水波方程的一阶伴随模型，!"，#"，%"是!，#，% 的伴随算子，初始条件为!" -%
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对于二阶伴随模型的构造，引入!""（ $，&，!），#""（ $，&，!），%""（ $，&，!）和
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%（$，&，!）分别作为方程组（%(）和（$%）的乘子，并构建目标泛函
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方程（$*），（$+）的初始条件分别为!"" -%
& #"" -%
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% ’）为初始场扰动 .方程

（$*）就是浅水波方程的二阶伴随模型，!""，#""，%""就是!，#，% 的二阶伴随算子，这与 ,-./等［*］利用伴
随算子法得到的二阶伴随模型是一致的 .

! 结 语

本文通过引入 0-/1-./2乘子将正模型和一阶伴随模型构建到一个目标函数中，对目标函数取一阶变分，
直接得到了二阶伴随模型 3从推导过程可以看出，利用本文方法构造伴随模型，与前人利用伴随算子和
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!"#$%#&’微分理论得到的伴随模型是一致的 (利用本文方法，对二阶伴随模型的构造无须对模型进行线性化，
所要做的仅是对 )#*+#,*%函数取一阶变分，简化了构造过程 (
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