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几种复对称矩阵及复斜对称矩阵的分解
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摘要：提出一个复矩阵是对称酉矩阵的充要条件，并用逻辑上类似的方法证明一个类似于复对称正

规矩阵的复斜对称正规矩阵的分解，最后对复斜对称矩阵得到了类似于复对称矩阵 )*+*,-分解的
结论 (
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由于在实际应用中会出现复对称矩阵，本文通过比较分析复对称矩阵的 )*+*,-分解和复对称正规矩阵
的分解，得到了复对称酉矩阵、复斜对称矩阵及复斜对称正规矩阵的几种分解 (

! 预 备 知 识
定义 设 !!"!（"），!)表示 ! 的转置，"! 表示! 的共轭，!1表示 ! 的共轭转置 #
若 ! 2 !)，则称 ! 为对称矩阵；若 ! 2 3 !)，则称 ! 为斜对称矩阵；若 !1! 2 !!1，则称 ! 为正规矩

阵；若 !1! 2 #，则称 ! 为酉矩阵 #
引理 ! 若 ! 2 $% 4 -$!，其中 $% 和 $! 是实矩阵，则 ! 是对称矩阵当且仅当 $% 和 $! 都是实对称矩

阵 #
引理 "［%］ 设 !!"!（$），则 ! 是正规矩阵当且仅当存在实正交矩阵%!"!（$），使得

%)!% % 5-*,（!%，!!，⋯，!&）! ’!（$）

其中每个 !( 或者是 % 6 %矩阵，或者是形如
!( "(

3"( !( )
(
的 ! 6 !矩阵（ ( 2 %，!，⋯，&）#

特别地，（*）! 2 !)当且仅当存在实正交矩阵 %!"!（$），使得 %)!% 2 5-*,（#%，⋯，#!），其中所有#)!
$；（7）! 2 3 !)当且仅当存在实正交矩阵 %!"!（$），使得 %)!% 2 5-*,（"，⋯，"，!%，⋯，!&）其中每个 !(

!"!（$）有形式
" "(

3"(
( )"

（ ( 2 %，!，⋯，&）#

引理 #［%］ 设 !!"!（"），则 ! 是对称的正规矩阵当且仅当存在实正交阵 %!"!（$）和对角阵!!
"!（"）使得 ! 2 %!%) #
引理 $［%!!］（189:-;8矩阵的谱分解）设 !!"! 是给定的，则 ! 是 189:-;8矩阵当且仅当存在酉矩阵 &

!"! 和实对角矩阵!!"!，使得 ! 2 &!&1 #
引理 %［$!<］ （)*+*,- 分解）如果 !!"!（"）是对称矩阵，则存在酉矩阵 &!"! 和非负实对角矩阵

" % 5-*,（$%，⋯，$!）使得 ! ’ &"&)，其中 &的诸列是由!"!的特征向量组成的标准正交组，而"的对角元
是 !"! 的相应特征值的非负平方根 #

" 主 要 结 论
引理 $给出了复对称正规矩阵的一个刻画 #对于复对称酉矩阵和复斜对称矩阵，有如下 $个定理 #
定理 ! 设 !!"!（"）是对称矩阵，则 ! 是酉矩阵当且仅当存在实正交矩阵 %!"! 和对角矩阵
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!!!!（"），使得 " ! #!#"，其中!"! !"#
证明 充分性显然，现证必要性 #
令 " ! $ # $% #因为 " 对称，所以由引理 %知 $ ! $"，% ! %" #
因为

""& $（$’ % %’）% $（%$ & $%） "&" $（$’ % %’）% $（$% & %$）
并且 ""& $ "&" $"
所以 $% ’ %$，且 $’ % %’ $"
由 $，% 可交换知，$ 和% 可经实正交矩阵# 同时实对角化：

$ ’ #(%#" % ’ #(’#"

其中 (%，(’是实对角矩阵 #于是有

$’ % %’ $ #（(’
% % (’

’）#" $"
即 (’

% % (’
’ $" " ’ $ % $% $ #（(% % $(’）#" $ #!#"

其中! ! (% # $(’，且!"! !（(% # $(’）（(% ( $(’）! (’
% # (’

’ !"#证毕 #
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推论 设 "!!!（"）是对称矩阵 #则 " 是酉矩阵当且仅当存在酉矩阵) 使得" ! ))" #
定理 ! 矩阵 "!!!（"）既是斜对称的又是正规的当且仅当存在实正交矩阵 #!!!（&）使得

" ’ #(#" ( $ *$+,（)，⋯，)，"%，⋯，"’）

每个 "(!!’（"）有形式 "( !
) )(
( )(( )) ，)(!"（ ( ! %，’，⋯’）#

证明 充分性容易验证，现证必要性 #
令 " ! $ # $%，其中 $，%!!!（&）#因为 " ! ( ""，所以

$ $ * $" % $ * %" "&" $ *（$’ % %’）% $（%$ & $%）
""& $ *（$’ % %’）% +（$% & %$）

因为 " 正规，所以 $% ! %$，即 $，% 可交换，且 $ 与% 都是实的斜对称阵，所以存在实正交矩阵 #，使
得

$ $ #(%#" % ’ #(’#"

(% $ *$+,（)，⋯，)，$%，⋯，$’） (’ $ *$+,（)，⋯，)，%%，⋯，%’） $(，%( ! !’（&）（ ( $ %，’，⋯，’）

$( $
) !(

*!(
( ))

%( $
) "(

*"(
( ))

从而 " ’ $ % $% ’ #（(% % $(’）#" $ #(#"

( ! *$+,（)，⋯，)，"%，⋯，"’） "( ! $( # $%( !
) )(
( )(( )) !!’（"） )( !!( # $"(（ ( ! %，’，⋯，’）#证毕 #

由引理 -知，每个复对称矩阵有著名的 "+.+,$分解（其推导过程见文献［%，-!/］）#下面对于复斜对称矩
阵给出一个类似的分解 #
定理 " 矩阵 "!!!（"）是斜对称的当且仅当存在酉矩阵 )!!! 使得
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证明 充分性显然，下证必要性 !
!" 由 ! 是斜对称的，易知 !!! ! " !!#是 #$%&’($矩阵，所以由引理 )存在酉矩阵 ""#" 和一个非正

实对角矩阵!*"#"，使得 !!! ! "!*"#，从而!!! !!"!*"+ !
#" 注意到 "#!!" 显然是斜对称，且利用 ,可得：

（"#!!"）（"#!!"）# # $ "#!!""+!!" # $ "#!!!" $ % "#"!*"#" # $!*

（"#!!"）#（"#!!"）$ % "+!!""#!!" $ % "$!!!!" $ % "+!"!*"+!" # $（"#"）!*（"#"）# $!*

从而 "#!!" 是斜对称正规矩阵 !
因此由定理 -，存在 &"#" 和实正交矩阵’"#"（%）使得 "#!!" ! ’&’+，其中

& # .’,/（0，⋯，0，!*，⋯，!&） !’ #
0 (’

$ (’( )0 " #-（)）

%" 由 1可知：! !（"’）&（"’）+，记 ( ! "’，则 ( 是酉阵，且 ! ! (&(+ !证毕 !
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