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一类随机微分方程欧拉格式的收敛性
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摘要：为进一步研究标量自治随机微分方程的数值解，给出了求解方程的欧拉格式，证明了方程的

偏移系数和扩散系数均满足全局 *+,-./+01条件时的收敛性，并求出了局部收敛阶和均方强收敛阶 )
证明过程中放宽了限制条件，也得到了与系数满足全局 *+,-./+01条件和线性增长条件时相同的收
敛阶 )
关键词：随机微分方程；欧拉法；收敛阶；全局 *+,-./+01条件
中图分类号：2!%%)$( 文献标识码：3 文章编号：%"""!%&’"（!""’）"(!"4!#!"(

一般情况下随机微分方程的解析解是不易得出的，数值方法的构造显得非常重要，多数情况下是将随机

微分方程离散化为差分方程，通过构造迭代格式对收敛性和稳定性进行研究［%!%"］)本文在文献［(］的基础上，
适当放宽限制条件，用不同的方法证明了标量自治随机微分方程的系数满足全局 *+,-./+01条件时的收敛性 )

! 欧 拉 格 式
考虑标量自治随机微分方程
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其中，!（"）6 !"，"!［"，(］，’（ "）为标准维纳过程，$（ !），&（ !）均为［"，(］上的连续可测函数，且满足全局
*+,-./+01条件，即存在常数 )，使得
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根据文献［4］中给出的非线性随机微分方程的欧拉格式可给出式（%）的欧拉迭代格式为
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其中，- 6 (
.为固定步长，令!, 6 ’（ ", 7 %）8 ’（ ",），当 /$ 0 时，!/ 与!0 相互独立，并且#-!/ 9 .（"，%）1

定义 ! 当 !, 6 !（ ",）时，%!, 7 % 6 !（ ",）7 $（ !（ ",））- 7 &（ !（ ",））#-!,，称", 7 % 6 !（ ", 7 %）8%!, 7 %，#, 6
!（ ",）8 !,分别为此数值方法的局部截断误差和整体误差 1
定义 " 若存在常数 2 : "（2 不依赖于 -），当 -&"时，有
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则称此数值算法在均值意义上的局部收敛阶为 5%，均方意义上的局部收敛阶为 5!，均方强收敛阶为 5 1

" 数值方法的收敛性
定理 ! 当方程（%）的系数 $（!），&（!）满足条件（!）时，对于数值方法格式（(）的局部收敛阶为：5% 6 !，

5! 6 %，并且当 &（!（ "））’&（ "）时，整体强收敛阶为 5 6 % 1
证明 #$ 先证 5% 6 ! 1
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根据式（!）及维纳过程的性质［>!$］有
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其中，-! % &’(
)! $!.

! %（&（ $"）），取 /! %
!
# )-!， !（!" * !）!/!,#（/!不依赖于 ,，,#)），证得 0! % # 1

!" 再证 0# % ! 1根据式（#）和式（+）及维纳过程的性质［$!,］，可知
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根据式（+）及 -./0"12不等式可知
! &（ ’）( &（ $"）#! #! &（ ’）($&（ ’）# # #!$&（ ’）( &（ $"）#!
#!!"（ ’）# # +! %（&（ $"））#（ ’ ( $"）# # +! %（&（ $"））#（ ’ ( $"）
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根据 42/565’00不等式有
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证得 0# % ! 1
#" 最后证明当 *（&（ $））%*（ $）时，0 % ! 1首先引入以下定理：
定理 $［%］ 对于标量自治随机微分方程（$），当 ,#) 且#) % ) 时，若 &’(
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由式（#）和式（$）可知：
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用数学归纳法可知，当!! " !，!!!时
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那么由式（’）可知：
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因此 ,* " #，根据定理 (知 ,+ " (，则存在不依赖于 ! 的常数 (+，使得 $%&
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在文献［*］中证明了方程系数既满足 ,-./01-23条件又满足线性增长条件时，定理 #的结论是成立的，本
文证明了方程系数只满足全局 ,-./01-23条件时也具有相同的结论，说明此方法更具有普遍性 4
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