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摘要：为进一步研究随机微分方程的稳定性，给出了随机微分方程的二级 ()*+,-.)//0方法的算法
格式，研究了二级显式随机 ()*+,-.)//0方法的均方稳定和指数稳定的条件，并证明了对于线性检
验方程，均方稳定性和指数稳定性的关系 1
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随着随机微分方程数值解法的发展，随机微分方程稳定性的研究也引起了广泛的关注 1 ()*+,-.)//0方法
用于求解常微分方程是经典的问题，但研究随机 ()*+,-.)//0方法求解随机微分方程则是近几年的事情，自
从 $&’!年 ()7,89*［$］首次把随机 ()*+,-.)//0方法用于求解随机微分方程以来，:09/;等［!!4］讨论了随机微分方
程的各种稳定性，<)==0+,等［6!#］构造了多种求解随机微分方程的 ()*+,-.)//0方法并讨论了它们的稳定性，但
研究随机微分方程的稳定性时主要是针对均方稳定性，本文将讨论二级随机 ()*+,-.)//0 方法的指数稳
定性 1

* 预 备 知 识
依照不同的随机积分的定义，随机微分方程可分别表示为

>! " #（ $，!）> $ % &（ $，!）>’（ $） （$）
>! "!#（ $，!）> $ % &（ $，!）">’（ $） （!）

其中 !#（ $，!）" #（ $，!）( $
!
#&
#!（ $，!）

式（$）即为 ?/;型随机微分方程，式（!）为 :/=0/;*;@9AB型随机微分方程 )
在不同的积分规则下，!种形式的方程具有相同的解，因此只需对其中一种形式求解即可，本文只针对

:/=0/;*;@9AB型随机微分方程讨论 )自治标量随机微分方程形式为
>!（ $）" *（ $，!）> $ % +（ $，!）">’（ $） （4）

其中，’（ $）是标准C9,*,=过程，函数 *（ $，!），+（ $，!）分别为漂移系数和扩散系数，一般讨论式（4）的特殊形式
>! " *!> $ % +!">’（ $） （6）

其中 *，+$+，’（ $）是标准 C9,*,=过程，方程（6）也称为线性检验方程 )
类似于常微分方程数值方法的研究，为了研究随机微分方程数值方法的性质，一般对随机微分方程（6）

应用 ()*+,-.)//0方法求解时，得到迭代式
!,%$ " -（.，*，+，/）!, （D）
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图 * ,%"#的点阵
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在本文中，主要考虑二级显式随机 ()*+,-.)//0方法，到现在为止，构
造的均方稳定性较好的二级显式随机 ()*+,-.)//0 方法中，有 E,)* 方
法［!］、F80/,* 方法［!］、<)==0+, 方法 $［4］和 <)==0+, 方法 !［4］1 以下研究以
E,)*方法为例（其他类似），其 <)/AB,=点阵如图 $所示 )

6 随机微分方程的指数稳定性
关于随机微分方程的稳定性，:09/;等［’］研究了随机微分方程的 G!稳定性，田增峰等［&］就 H)8,=方法讨论
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了指数稳定性，王洪珂［!"］给出了指数稳定的理论证明，下面针对 #$%&’()$**+方法讨论其指数稳定性 !为了讨
论随机微分方程的稳定性，首先引入下面的定义［,］：

定义 ! 对形如 "# - ! . $（%，&，’，(）"# 的数值方程，如果 $! . )（ $（%，&，’，(）,）/ !，则称它是均方
稳定的，并且称 $!（%，&，’）为均方稳定函数 !

,""!年，01&2+3等［4］提出了指数稳定的定义：
定义 " 对于一个给定的步长 %，一个数值方法用于解随机微分方程得到其离散解｛"#｝5# . "，如果存在 ,

个正常数 * 和+，使得：
) "# ,! +) "" ,’, *#% "# # " （6）

则称此数值方法（对于此随机微分方程）是（均方意义下）指数稳定的 !
由均方稳定的定义，可以得到如下定理：

定理 ! 0’$%方法用于解线性检验方程时，均方稳定的充要条件是：

$! - ! . / . !
, /( ), ,
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, /, . 4/ .( ), 0, . 4

7 07 1 !

其中 / . &%，0 . $’ % !
证明 将 0’$%方法应用到线性随机微分方程（7）得
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设 / . &%，0 . $’ %，(!! .
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8 +（"，!），则

"#.! - ! . / . !
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, 0,（(!!）[ ], "# （9）

对迭代式（9）两端求模方，由于 (!!和 "# 独立，且 (!! 8 +（"，!），所以得

"#.! , - ! . / . !
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对上式两端取期望得
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其中 $! - ! . / . !
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关于式（:）期望值的计算，用到以下公式：)（(!!）. "，)［（ (!!）,］. !，)［（ (!!）4］. "，)［（ (!!）7］. 4，所以由均方
稳定的定义得，0’$%方法用于解线性检验方程时，均方稳定的充要条件是：

$! - ! . / . !
, /( ), ,

. 4
, /, . 4/ .( ), 0, . 4

7 07 1 !

由均方稳定性和指数稳定性的定义，得到如下定理：

定理 " 如果 0’$%方法对于方程（7）是指数稳定的，则一定是均方稳定的 !
证明 由式（:）迭代可得 )（ "# ,）. $#

! )（ "" ,），又因为 0’$%方法是指数稳定的，即存在正数 * 和
+，使得

) "# ,! +) "" ,’, *#% "# # " （;）
所以 $#

! )（ "" ,）!+)（ "" ,）’< *#%，即 $#
!!+’< *#% !

因为方程（;）是对任意 # 成立，取 # . =%+[ ]*% - !，则 $#
!!+’< *#% . +’< *% =%+[ ]*%{ }- ! / !，即 $! / ! !证毕 !
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由定理 !又可得如下定理：
定理 ! "#$%方法用于解线性检验方程时指数稳定的充要条件是

!& " & # $ # &
! $( )! !

# ’
! $! # ’$ #( )! %! # ’

( %( & &

其中 $ ) ’(，% ) !) ( *
证明 （*）必要性由定理 !可得 *

（+）充分性 *若 !& , &，则对于任意满足 !& , &的步长 (，取 + ) &，, ) - &
( .%!&，则有

- ./ ! " !/
& - ./ !" +- ./ !#0 ,/( #/ $ / （&/）

充分性得证 *综上所述定理成立 *
由定理 !和定理 ’可得：
定理 " 对于线性检验方程（(），"#$%方法的均方稳定性和指数稳定性是完全一致的 0
以上只是就 "#$%方法的讨论，对于 1.*2#%方法、3$44*5#方法 &和 3$44*5#方法 !也可得出同样的结论 0

随之可以推广：对于随机微分方程的二级显式随机 6$%5#78$22*方法，都可以得出相同的结论 0还可以推广到
三级（四级和五级）显式 6$%5#78$22*方法 *

参考文献：

［ &］69:;<=> ?0>$@#4AB*. 24#*2@#%2 CD E2CBF*E2AB GADD#4#%2A*. #H$*2AC%E［I］0 J=K: I >$@#4 K%*.，&LM!，&L：N/(!N&’0
［ !］JK=OP Q，:=OJ9= O0 J2*+A.A2R *%*.REAE CD %$@#4AB*. EBF#@#E DC4 E2CBF*E2AB GADD#4#%2A*. #H$*2AC%E［I］0 J=K: I >$@#4 K%*.，&LLN，’’：!!S(

!!!NT0
［ ’］"=U"K: V I0:#*%7EH$*4# *%G *ER@W2C2AB E2*+A.A2R CD 2F# E2CBF*E2AB 2F#2* @#2FCG［I］0 J=K: I >$@#4 K%*.，!///，’M：TS’!TNL0
［ (］3966KU; 1 :06$%5#78$22* @#2FCGE DC4 E2CBF*E2AB GADD#4#%2A*. #H$*2AC%E［V］0 34AE+*%#，K$E24*.A*：2F# 9%AX#4EA2R CD Y$##%E.*%G，&LLL0
［ S］O=K> O "，3966KU; 80OZC7E2*5# E2CBF*E2AB 6$%5#78$22* @#2FCGE DC4 E2CBF*E2AB GADD#4#%2A*. #H$*2AC%E［I］0 3=O，!//!，(!：N!S!N(’0
［ N］3966KU; 8，3966KU; 1 :0 "A5F E24C%5 C4G#4 #[W.ABA2 6$%5#78$22* @#2FCGE DC4 E2CBF*E2AB C4GA%*4R GADD#4#%2A*. #H$*2AC%E［I］0 KWW.

>$@#4 :*2F，&LLN，!!：M&!&/&0
［ T］3966KU; 8，3966KU; 1 :0P4G#4 BC%GA2AC%E CD E2CBF*E2AB 6$%5#78$22* @#2FCGE +R 37E#4A#E［I］0 J=K: I >$@#4，K%*.，!///，’M：&N!N

!&N(N0
［ M］JK=OP Q，:=OJ9= O0 O7E2*+A.A2R CD %$@#4AB*. EBF#@# DC4 E2CBF*E2AB GADD#4#%2A*. #H$*2AC%E［I］0 ?C4.G JBA J#4 KWW. K%*.，&LL’（!）：’’’!

’((0
［ L］田增峰，魏跃春，胡良剑 0随机微分方程 ;$.#4法的均方稳定性和指数稳定性［I］0自然杂志，!//!，!(：’NL!’T/0
［&/］王洪珂 0微分方程的指数稳定性［I］0大学数学，!//N，!!（&）：TS!TL0

#$%&’(’)*+, -)+.*,*)/ &0 12’3(452))+ 6()7&8- 0&9 + :,+-- &0
-)&:7+-)*: 8*00(9(’)*+, (;2+)*&’-

<=>? @*4A2’，BCD E&’34F7&’3
（1233454 26 7894/84:，;2(’9 </9=4,:9>.，+’/?9/5 !&//LM，1(9/’）

=.-)9+:)：=% C4G#4 2C 4#E#*4BF 2F# E2*+A.A2R CD E2CBF*E2AB GADD#4#%2A*. #H$*2AC%E，2F# 2ZC7E2#W 6$%5#78$22* @#2FCGE DC4
EC.XA%5 2F#E# #H$*2AC%E *4# W4#E#%2#G，*%G 2F# @#*% EH$*4# E2*+A.A2R *%G #[WC%#%2A*. E2*+A.A2R BC%GA2AC%E CD 2F# @#2FCGE
*4# GAEB$EE#G0 OF# 4#.*2AC%EFAW +#2Z##% 2F# @#*% EH$*4# E2*+A.A2R *%G #[WC%#%2A*. E2*+A.A2R DC4 .A%#*4 2#E2 #H$*2AC%E AE *.EC
W4CXAG#G0

5(/ G&98-：E2CBF*E2AB GADD#4#%2A*. #H$*2AC%；6$%5#78$22* @#2FCGE；@#*% EH$*4# E2*+A.A2R；#[WC%#%2A*. E2*+A.A2R；.A%#*4
2#E2 #H$*2AC%

!’( 河 海 大 学 学 报（ 自 然 科 学 版 ） 第 ’N卷




