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含夹杂非均质材料的扩展有限元数值模拟
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摘要：为了验证含夹杂非均质材料扩展有限元数值模拟的有效性，分别用扩展有限元法和传统有限

元法模拟计算了一块含多个圆形夹杂的单轴受拉的板的位移场，并对模拟结果进行了对比分析 +结
果表明，通过水平集函数来表示夹杂材料的几何界面，利用富集函数来改进被界面切割的单元所在

结点的形函数，网格剖分无需考虑内部边界，可大大减少数值模拟前处理的工作量 +
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有限元法是一种基于网格单元的数值计算方法 +该方法要求单元的形函数连续且材料性能不能突变 +因
此，利用有限元法处理夹杂问题，单元的边界必须位于夹杂与基体的界面处 +而如果采用 )123456789等提出的
扩展有限元法进行数值模拟，就不需要严格按照结构内的几何或物理界面的边界进行网格剖分［%］+为了验证
扩展有限元法在含夹杂非均质材料数值模拟方面的有效性，本文分别用扩展有限元法和传统有限元法模拟

计算了一块含多个圆形夹杂的单轴受拉的板的位移场，并对模拟结果进行了对比分析 +

! 水 平 集 法
水平集法是一种可以跟踪界面的数值方法［!!’］!该法将界面函数表示成了比其高一维的水平集函数 !例

如，二维平面 "!中一维移动界面!（ #）!"!可表示成

!（ #）$｛% " "!："（%，#）$ "｝ （%）
式中："（%，#）———水平集函数；%———考察点的坐标；#———时间 !对于夹杂问题，由于界面静止，水平集函数
不随时间变化 !例如，圆形夹杂的水平集函数可表示为
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式中：’(———圆形夹杂数；% &
(———第 & 个孔洞的中心坐标；* &(———第 & 个孔洞的半径 !

" 扩展有限元法
" !! 位移模式的构造
为了在传统有限元法的位移模式中考虑材料界面对位移分布的影响，需要对界面周围的结点自由度进

行修正 !设考察区域被分割成有限个单元，结点有 + 个，结点的集合为 ,，则任意一点的位移逼近为［’!-］
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式中：.，1———单元结点编号；/.（%），/1（%）———传统有限元的形函数；-.———结点位移值；#（ %）———富集函
数；31———改进结点的附加自由度；,2———这些单元所处结点的集合 !富集函数#（ %）用于改进与界面相交
单元的结点的位移 !
考察区域中任意一点的水平集函数可通过有限插值方法得到，即

"（%）$ %
.
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!! 为 ! 结点处水平集函数的值，采用文献［!］所选取的富集函数"（ "）" #!（ "）#，则改进单元中任意一点的
改进函数为

"（"）# !（"） # !
!
$!（"）!! （$）

! %! 支配方程的建立
类似于传统有限元法，根据虚功原理导出扩展有限元法的支配方程［%］%以结构的结点位移列阵!为基

本未知量的扩展有限元整体分析的支配方程为［$!&］

!! " # （&）
式中：!———整体劲度矩阵，由单元劲度矩阵 $& 集合而成；#———整体荷载列阵，由单元荷载列阵集合而成 %
单元劲度矩阵
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! %" 应力的计算
按上述方法求出各结点的位移后，可以计算出相应各结点的应力 %若单元的结点位移列阵为!&，弹性矩

阵为 &，应变转换矩阵 % 为
% #［%, %! %% %-］ （.）
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则应力分量的表达式为
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图 # 单元与界面相交示意图
$%&’# ()*+,- ./ 01 *2*3*1+ ,4+
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" 数 值 积 分
传统有限元法的每个单元里只能有一种材料，而扩展有限元法由于网格划分时没有考虑材料类型，其一

个单元里可以有几种材料 %因此，需利用水平集函数!对结点的形函数进行改进 %为此，先找出那些结点所
在的单元 %对于任一单元，如果存在某条边上的 !个结点 .!，./ 使得!!!/ / *，可认为该单元与界面相交，这
些单元的集合记为 0，需要改进的结点集 12 由集合 0 中所有单元的结点组成 %那些 !条边与界面重合的结
点不需要改进，其计算可采用传统有限元法 %
对单元刚度矩阵，可采用 !种不同的积分方法［%］：（0）先建立子单元与材

料类型间的联系，然后用高斯积分法或其他积分法对每个单元进行积分；

（1）先根据!（"）的符号确定任一点的材料类型，然后利用高斯求积和辛普森
规则或其他规则进行积分 %
为了能将第 ,种积分方法应用于二维问题，将与界面相交的单元划分为

几个子三角形单元 %用水平集函数!确定界面位置 %假设单元被界面上的微
线段 34 分割为 !部分 %其中 3，4 为线段与单元边的 !个交点（图 ,）%对特
定边界［.!

&，./
&］而言，!!

&
!/

& / *，则交点 "3 可由下式确定：
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图 ! 含椭圆夹杂的典型子单元
"#$%! &’()#)#*+#+$ *, -./012131+)-

为了便于积分，将 " 个子域的形心点分别与该子域内的各个顶点相
连，以形成子单元 )如果离散后的界面微线段与某单元边界重合，则说
明该单元未被分解 )夹杂界面切割单元的方式可能有多种，图 " 所示
是一个含椭圆夹杂的典型子单元 )
值得指出的是，扩展有限元法的单元分解与网格细分有着本质的

区别，主要的区别表现在以下 "个方面：
’% 单元分解的目的是为了数值积分，在离散空间中并不引入额外

自由度 )
/% 由于基函数与结点相关联，它们维系在母单元而不是分解得

到的子单元上，因而通过分解得到的子三角形单元的形状对扩展有限

元计算的结果没有影响 )

图 4 单轴受拉的含圆形夹杂的板
"#$%4 &2’)1 5#)6 7#(7.2’( #+72.-#*+-

.+81( .+#’9#’2 )1+-#*+

: 数 值 算 例
对于夹杂随机分布的复合材料，先采用随机投放方式形成夹杂随

机分布的计算模型，然后再对各个模型进行网格划分，这样，工作量非

常大［#!!$］)采用扩展有限元法，网格划分时无需考虑夹杂的具体分布，
可利用十分简单的网格进行数值模拟计算 )图 %所示为一块含多个圆
形夹杂（黑色颗粒）的单位厚度板，受竖向均布荷载，#& ! ’() )板尺寸
为 !$$** + !$$** )圆形夹杂的空间位置及半径在一定条件下随机分
布 )夹杂的弹性模量 * & ,$’()，泊松比 + & $-"；基体的弹性常数为 *
& %$’()，泊松比 + & $-". )
采用扩展有限元法模拟计算时的网格如图 /（)）所示（其中圆周为

夹杂的几何界面，非网格线），单元总数为 !$$$$，结点总数为 !$"$!，单
元剖分十分简单 )采用传统有限元法模拟计算时的网格如图 /（0）所
示，单元总数为 !.$$,，结点总数为 !.!1.，单元剖分严格按夹杂边界进行 )由图 /可以看出，采用扩展有限元
法，计算网格极为简单，可以极大地简化数值模拟的前处理工作 )

图 : 计算网格
"#$%: ;*3<.)’)#*+’2 31-6

图 .和图 ,为 "种数值方法计算得到的竖向位移等值线 )
由图 .和图 ,可以看出，"种数值方法得到的竖向位移等值线基本相同 2扩展有限元法和传统有限元法

计算得到的板的最大竖向位移分别为 "-11,**和 "-1!"**，两者相差甚微 2

= 结 论

本文分别用扩展有限元法和传统有限元法模拟计算了一块含多个圆形夹杂的单轴受拉的板的位移场，
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图 ! 扩展有限元法计算得到的竖向位移等值线
"#$%! &’()#*+ (, -+./#01) 2#’3)10+4+*/ (5/1#*+2 56 7"89

图 : 传统有限元法计算得到的竖向位移等值线
"#$%: &’()#*+ (, -+./#01) 2#’3)10+4+*/ (5/1#*+2 56 "89

并得到了竖向位移等值线基本相同的结果 !这说明，利用水平集函数来表示夹杂边界，在材料界面处构造富
集函数，容许单元里有多种材料，只是需要进行单元分解，而无须将计算网格严格按照不同材料的几何边界

来划分，因而可以大大加快数值模拟前处理的进度，减少工作量 !
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