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基于微分算子样条重建小波变换的方法
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摘要：针对 *+,,+-极大模重建小波变换算法没有充分利用信号突变点的不足，提出了一种利用微分
算子确定的样条函数重建小波变换的方法，并为一类广义微分方程的求解提供了新的途径 ’
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在 *+,,+-极大模重建小波变换算法［%］中，为重建小波变换，需构造函数
｛!"（#）｝"!$"｛%! "&（#）｝"!$ #!［’，(］

且满足微分方程

) !! "
1!!"（#）
1#! * !"（#）+ " # !（#,)%，#,）

其解为

!"（#）+!2!
) "# *"2)!

) "# # !（#,)%，#,）
这就是 *+,,+-极大模算法在区间（#, 3 %，#,）（ , 4 !，⋯，-）上对｛%! "&（#）｝"!$的近似 .
由于 *+,,+-极大模算法的提出，小波分析在图像边缘检测、奇异点检测等［!!0］方面得到了应用 . 所以，利

用信号二进小波变换的奇异点在多尺度上表征和重建小波变换，已成为小波分析的一个重要研究领域 .但
*+,,+-极大模算法并没有考虑区间端点，为充分利用信号突变点，如果把每个区间端点考虑进去，则转化为
如下的广义微分方程：

) !! "
1!!"（#）
1#! * !"（#）+ #

-

, + %
",#（# ) #,） # !［’，(］ （%）

式中：｛",｝
-
%———一组任意常数；｛#,｝-%———突变点；-———突变点个数 .所以，重建区间［’，(］上的小波变换也

就是求解这一广义微分方程 .
根据小波变换和再生核的联系：连续小波变换的像空间是再生核空间［)］.本文基于再生核空间，提出了

一种利用微分算子确定的样条函数重建小波变换的方法 .

! 再生核空间 !!［"，#］中的微分算子样条

! .! 再生核空间 !!［"，#］
定义 !［5］ 给定区间［’，(］上的一个划分"4｛#,｝-%：’ 4 #% 6 #! 6⋯ 6 #- 3 % 6 #- 4 (，及二阶微分算式

/（7）0 4 3 !! "7!（0（#））8 0（#），广义微分方程

/（7）0 + #
-

, + %
",#（# ) #,） （!）

的解称为二阶微分算子样条函数，其全体记为 12（/，"），｛",｝
-
% 为一组任意常数，7 4 1

1# .

定义 "［#!&］ 记 3%［’，(］4｛4（#） 4（#）是［’，(］上的绝对连续函数，45（#）!/!［’，(］｝.
对于 4（#），6（#）!3%［’，(］，令内积
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［") *"（+）#（+）, " * "-（+）#-（+）］#+ （$）

""

取范数为

""

" % & "，" ’ ! ."
%!，易证 %!［(，’］空间关于该范数是完备的［(］，其再生核为

/（+，0）& !
")*+,") *（’ ) (）

［-.),") *（+ , 0 ) ’ ) (）, -.),") *（ + ) 0 ) ’ , (）］ （/）

即对于任何 "（+）#%!［(，’］，有 & "（+），/（+，0）’ %! % "（ 0）1
在再生核空间 %!［(，’］中，由于再生核函数 /（+，0）满足 2+（0）/（+，0）%!（+ 1 0），所以有

2（0）$
3

* & !
"*/（+，+*[ ]） & $

3

* & !
"*!（+ ) +*）

即 $
3

* & !
"*/（+，+*）# 45（2，!）

! 1" 二阶微分算子样条函数的构造
考虑定义 !给出的二阶微分算子

2（0）& ) "" *0" , 6 （2）
2（0）的特征方程式为 2（#）% 1 "" *#" 3 ! % 4，得 %（"）% " *)*+,（"1 *"），于是

7（+ ) 0）& " *)*+,") *（+ ) 0）·（+ ) 0）4,
令 8!（ 0）& 7（’ ) 0）

8"（ 0）&%7（+ ) 0）
%+ + & ’

& 7（!，4）（’，0）

8$（ 0）&!
’

(
7（+，0）#+ & 7（)!，4）（’，0）

因此

8!（ 0）& " *)*+,") *（’ ) 0）

8"（ 0）& -.),") *（’ ) 0）

8$（ 0）& "" *［-.),") *（’ ) 0）) !
{

］

（5）

相应 2（0）的共轭微分算子为 2&（0）% 1 "" *0" 3 6，显然有
2&（0）89（ 0）& 4 （ 9 & !，"） 2&（0）8$（ 0）& ) "" * （6）

下面构造一个二阶差分方程式：

2&7（8）& (98（+9）, ’98（+9,!）, :98（+9,"）& 4 （7）
要求满足

2&7 8!（+9）& 4 2&7 8"（+9）& 4 （(）
从式（7），（(）消去 (9，’9，:9，得

8!（+9） 8!（+9,!） 8!（+9,"）

8"（+9） 8"（+9,!） 8"（+9,"）

8（+9） 8（+9,!） 8（+9,"）
& 4 （!4）

记式（!4）中行列式为 ;
8! 8" 8
+9 +9 3 ! +9( )

3 "
，将式（!4）两端除以 ;

8! 8" 8$

+9 +9 3 ! +9( )
3 "
，得到关于 8（ +9），8

（+9 3 !），8（+9 3 "）的二阶差分方程式

;
8! 8" 8
+9 +9,! +9,

( )
"

;
8! 8" 8$

+9 +9,! +9,( )
"

& 4 （!!）

显然式（!!）便是所求的差分方程式，利用式（!!）可以构造样条函数空间 45（2，!）的局部基 1
记 7（+，0）代入式（!!）中的 8（ 0）所得函数为 <9，"（ +），<9，"（ +）的第 "个下标表示微分算子 2（;）的阶，

即
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将式（$）中的 &"，&!，&#代入上式，则 !"，!（#）可以写成

!"，!（#）$
+
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其中

+
* * #
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!
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经计算，得

!"，!（#）$
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#" . # ! #"("
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







其他

经验证，!"，!（#）为满足定义 "的由微分算式0（%）- . !! -%! / 1 定义的二阶微分算子样条函数 2

! 利用微分算子样条重建小波变换
引理［$］ 设 #& 0 ) - #" 0 #! 0⋯ 0 #/ - * 0 #/ / "，

!"，!（#）$
+

#/("， #/("， #
#"， #"("， #"(( )

!

"
#"(!

#"
+

#/("， #/("， #
#"， #"("， #"(( )

!
%#

" $ "，!，⋯，/

则对 )!#!* 而言，｛!"，!（#）｝/"是 34（0，!）的二阶微分算子 ! 样条基 2

定理 设｛5! -6（#）｝-#&#7"［)，*］为给定被插函数，3（ 6，#）# 34（ 0，!）$7"［ )，*］为其微分算子样条

插值函数，即满足插值条件 3"（ 6，#）- 5! -6（#"）（ " - "，!，⋯，/），则 7"［)，*］中的这种微分算子样条插值函数
可以唯一地表示成

3（ 6，#）$ %
/

" $ "
!"，!（#）5! -6（#"） # #［)，*］

证明 设 8（!）-｛4（ #）#9［ )，*］ 4（ #）在［ )，*］的分划!上的每个小区间［#"，#" / "］上是 :" 1!
. -# /

;" 1. !. -#，:"，;" 为任意常数｝，由文献［"&］知 ’-（#）$%
/

" $ "
!" <（#，#"），其中 <（#，#"）#8（!），所以 ’-（#）#8（!）2

另一方面，3（ 6，#）-%
/

" - "
!"，!（#）5! -6（#"），由于 !"，!（ #）#8（!）（ " - "，!，⋯，/），则 3（ 6，#）#8（!），因此

’-（#）. 3（ 6，#）#8（!），即存在常数 :"，;"，使得

’-（#）, 3（ 6，#）$ :" 1!
, -# ( ;" 1,!

, -# # #［#"，#"("］（ " $ "，!，⋯，/ , "）

利用插值条件

’-（#"）$ 3"（ 6，#）$ 5! -6（#"） （ " $ "，!，⋯，/）

得方程组
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!"!"
# $%" & ’"!#"

# $%" ( #

!"!"
# $%"&$ & ’"!#"

# $%"&$ (
{

#

解方程组得 !" % ’" % # )故 *$（%）% +（ ,，%），%!［-，.］，即 *$（%）( "
/

" ( $
0"，"（%）1" $,（%"）)

由定理知，广义微分方程式（$）的解可表示为 *$（%） ( "
/

" ( $
0"，"（%）1" $,（%"）（% !［-，.］），即为

｛1" $,（%）｝$!2 的近似解，也就是尺度 " $ 上的｛1" $,（%）｝$!2 的重建表达式 )
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