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摘要：对线性静力区间有限元应力区间计算方法进行了评述，认为将含有区间参数的高斯点应力

在区间参数均值处进行 345678展开，计算得到的应力区间扩张不明显 #将区间分析方法应用于黏弹
性问题分析，推导了黏弹性问题的区间参数摄动法计算公式，研制了相应的黏弹性区间有限元计算

程序 #通过算例分析认为：采用区间参数摄动法进行黏弹性问题分析是可行的；随着位移均值的增
加，位移离差也逐渐增大；位移区间最终随着位移均值的稳定而逐渐趋于稳定 #
关键词：不确定性；区间参数；摄动法；黏弹性问题
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有限元区间分析模型和随机模型、模糊模型是目前处理不确定性问题的主要方法［!］#有限元区间分析方
法是将工程分析中某些不确定性参数用区间变量来表示，利用区间数学的方法来进行分析［!!.］，它在统计信

息不足以描述不确定性参数的概率分布或隶属函数、工程单元仅提供不确定性参数的区间范围而想获得结

构响应的区间范围时就发挥了优势 #目前，人们提出了很多将有限元区间分布方法用于工程结构分析的求解
方法［$!-］，如截断方法、摄动方法、组合方法以及优化方法等 #但有限元区间分析方法主要集中于解决一些自
由度较少的杆件结构等线弹性问题，而对于比较复杂的、自由度较多的实体结构和非线性问题的研究还较

少 #将有限元区间分析方法应用于黏弹性问题的分析，至今尚未见文献报导 #另外，由于在黏弹性问题中，每
一时步都需要根据当前时刻的应力和黏性应变来计算下一时刻的黏性应变，现有的文献主要研究区间控制

方程的求解，而很少有如何由单元结点位移区间计算单元高斯点应力区间的报导 #据此，本文首先对 $种可
能的线性静力区间有限元应力区间计算方法进行比较评述，然后对黏弹性问题的区间分析方法进行研究 #

$ 区间运算性质

性质 $：设 !"
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!为任意的非负（或非正）区间变量，$".!!"
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区间变量 ’令 (" < $"! $".，则 (" 的均值和离差分别为
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式中："; =，"; >———非负或非正实数区间的集合；$*!，$*.和 $+!，$+.———$"!，$".的均值和离差 ’当 $*! $*.#" 时，
式（.）A取“ =”号，否则取“ >”号 ’
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! 线性静力区间有限元应力区间计算方法
求解线性静力区间有限元控制方程，得到结点位移区间 !! !［!" " !#，!" # !#］，可计算单元高斯点的应

力区间 $其计算公式为

!! % "!#（!!）$

以下对 %种可能的线性静力区间有限元应力区间计算方法进行评述 $
"# 利用单元结点位移均值和位移离差分别计算单元高斯点应力均值和应力离差，即

!" % "#（!"）$ $ % $
" !# % "#（!#）$ $ % $

" !! % !" & !#［’ &，&］ （%）
显然，上述应力区间的计算方法不严谨 $
$# 利用单元结点位移均值和位移离差按区间运算性质来计算单元高斯点应力均值和应力离差 $例如，

对于平面四结点等参单元，高斯点应力计算式［&’］为
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式中，+&，+)，+%和 -*，.*———区间变量；,*———形函数 $由于计算式中存在 )个区间数相乘，可利用区间运算
性质 &和性质 )来计算 $虽然这种计算方法严谨，但由区间运算性质 )可见，由于离差的计算都取绝对值，所
以区间扩张十分显著 $

%# 将含有区间参数的高斯点应力在区间参数均值 $ ! $" 处进行 *+,-./展开，忽略二阶以上微量，有
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式中：!"，!#———应力均值和应力离差；!"，!#———位移均值和位移离差；$，$"，!1———区间参数、区间参数
均值和区间参数离差；"———弹性矩阵；#———应变转换矩阵；&"———在区间参数均值处的区间劲度矩阵；

’———整体节点荷载区间列阵 $由计算经验可知，上述方法计算得到的应力区间扩张不明显 $本文在计算应
力区间时，采用该方法 $

& 区间参数摄动法
考虑到不确定性参数 $! 在小范围变化，令

&" % &（$"） &0*（$"）% "&"1* $ % $
" ’" % ’（$"） ’0*（$"）% "’"1* $ % $

" （ * % &，)，⋯，/） （2）

式中：&"，’"———均值整体劲度矩阵和均值荷载列阵；$!———区间参数向量；$"———$! 的均值；/———区间参
数个数 $
将含有区间参数的劲度矩阵 &（$!）和荷载列阵 ’（$!）在 $ ! $" 处进行 *+,-./展开，忽略二阶及以上微

量，可得
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式中!!! 为 !! 的离差 "
由区间有限元控制方程，有

（"# $!"!）（## $!#!）%（$# $!$!） （!"）
由线性方程的摄动法，有

## %（"#）&!$# （!!）

!#! %（"#）&!!$! &（"#）&!!"!## % &（"#）&!（!"!## &!$!） （!#）
将!$!，!"! 的表达式代入可得
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’
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结构静力位移的上下界分别为

# % ## &!# "# % ## $!#
式中：#，"#，## 和!# 分别为位移区间下界、上界、均值和离差 "
由线性方程的摄动法可知，当区间变量的变化范围较大时，有时不能满足摄动法的收敛条件，此时，可采

用子区间法［&］进行处理 "

! 黏弹性问题的区间参数摄动法
国内外学者依据工程材料的流变特性，提出了很多的黏弹性模型，如开尔文模型、麦克斯韦尔模型、广义

开尔文模型、伯格斯模型等 "为分析问题方便，本文着重对 + ’ !的广义开尔文模型进行区间有限元分析 "

图 " 广义开尔文模型
#$%&" ’()(*+,$-(. /(,0$) 12.(,

! "" 广义开尔文模型
广义开尔文模型由一个弹簧和 + 个开尔文模型串联而成，

如图 !所示 "图中 ,"，,! 为广义开尔文模型的弹性系数，," 为

弹簧的弹性系数，,!为开尔文元件的弹性系数 "
由广义开尔文模型的流变规律可知，固体将产生瞬时弹性

变形，然后随着时间流变，最终趋于稳定 "本文利用这个规律，采

用区间参数摄动法先计算瞬时位移均值 -#
"和位移离差 -.

"（由广义开尔文模型的 ,"产生）；然后计算流变位

移均值 -#
!和位移离差 -.

!（由广义开尔文模型的 ,!产生）；最后将瞬时变形和流变变形相加得到广义开尔文

模型最终的位移均值 -# ’ -#
" ( -#

!和位移离差 -. ’ -.
" ( -.

! "由于上述分析仅能获得瞬时和最终时刻的位移区
间，任意时刻的位移区间未能求得 "下面采用区间参数摄动法来求得任意时刻的位移区间 "
! "3 黏弹性问题的区间参数摄动法
对黏弹性体的有限元法采用时步"初应变法描述时，其控制方程为［!!"!#］

"# % $ $ %/ （!)）

式中："———整体劲度矩阵；#———位移向量；$———整体节点荷载列阵；%/———黏性变形引起的等效节点荷

载，对于 + ’ !的广义开尔文模型，有
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*
%*

/ % !
*#/

&+’!/
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式中："!———开尔文元件的黏性系数；(———泊松比矩阵 "
求解控制方程，得到结点位移，然后利用式（!-）计算单元高斯点应力

"+$! % ’&（#）* & ’!/
+$! （!-）

现假设广义开尔文模型中的 ,"，,!和"!为区间变量，记为 !! "将含有区间参数的劲度矩阵和荷载列阵

在参数均值 ! ’ !# 处 +./012展开，忽略二阶及以上微量，有

"（!!）% "# $!
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由区间参数摄动法的式（!!）$（!%）有
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图 ! 有限元模型
"#$%! "&’ ()*+,

- 算 例 分 析
设一集中荷载作用下的悬臂梁，结构尺寸为 !’ ( ) & (，左端固

定，右端作用集中荷载 " * + !,’ ) !’- .，如图 &所示，按平面应力问
题分析 +假定材料满足广义开尔文模型（ , * !），-’，-! 和!! 为区间

变量，参数均值为 -#
’ * &’/01，-#

! * 22,3 /01，!
#
! * !,!- ) !’!&01·4；参

数离差为 -.
’ * &/01，-.

! * 2,23/01，!
.
! * !,!- ) !’!! 01·4 +按上述原理

编制了基于区间参数摄动法的黏弹性区间有限元程序，分析时采用显式算法，计算时间步长为 ! 4，累积计算
时间 #’ 4 +

表 . 点 &垂直位移区间比较
/01,+ . 2)(304#5)6 )7 #68+490,
9+48#:0, *#53,0:+(+685 )7 3)#68 &

垂直位移 /(( 均值 0# 离差 0.

瞬时位移区间

流变位移区间

最终位移区间

+ &,5&&!!
+ ’,2#2&#
+ 5,’!"%’

’,&5&&!
’,’2#25
’,5’!"%

表 !给出了基于线性静力区间有限元区间参数摄动法计算的
点 1 瞬时垂直位移均值和离差（由广义开尔文模型中的 -’ 产

生）、以及点 1 最终垂直位移均值和离差（由广义开尔文模型中的
-’和 -!产生）+图 5 为点 1 的垂直位移均值流变值和上下限流
变值 +

图 ; 点 &垂直位移区间
"#$%; <68+490, 9+48#:0, *#53,0:+(+68 )7 3)#68 &

0% 由表 ! 可见，
由于结构较为简单，

由区间参数摄动法计算得到的不同时刻的垂直位移均值和离差

成比例关系 +例如：参数均值和参数离差相差 !’倍；而最终垂直
位移均值 + 5,’!"%’((和离差 ’,5’!"%((也相差 !’倍 +

1% 按黏弹性问题的区间参数摄动法公式进行分析 +当
2 * #’ 4时，计算的点 1 垂直位移均值为 + 5,’!% 25 ((，略小于
广义开尔文模型的最终理论垂直位移均值 + 5,’!" %’ ((，计算
结果合理 +

:% 按黏弹性问题的区间参数摄动法公式进行分析 +当 2 * #’4时，计算的点 1 垂直位移离差为 ’,53%2%((，
大于广义开尔文模型的最终理论垂直位移离差 ’,5’!"%(( +即按黏弹性问题的区间参数摄动法计算得到的
位移区间包含“确定性”分析的位移范围，而且区间扩张不明显，由此可见，采用区间参数摄动法进行黏弹性

问题分析是可行的 +
*% 由图 5还可见，随着位移均值的增加，位移离差也在逐渐增大；位移区间最终随着位移均值的稳定而

逐渐趋于稳定 +

= 结 语

0% 本文对线性静力区间有限元的应力区间计算方法进行了评述，认为将含有区间参数的高斯点应力在
区间参数均值处进行 61789:展开，计算得到的应力区间扩张不明显 ;

1% 将区间分析方法应用于黏弹性问题，推导了黏弹性问题的区间参数摄动法计算公式，编制了相应的
黏弹性区间有限元计算程序，进行了算例分析，认为用区间参数摄动法进行黏弹性问题分析是可行的 ;
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!" 算例分析表明，随着位移均值的增加，位移离差也逐渐增大；位移区间最终随着位移均值的稳定而逐
渐趋于稳定 !
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