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基于混合坐标系的单弹簧联结单元法
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摘要：在传统双弹簧联结单元法的基础上，提出了一种求解钢筋与混凝土黏结滑移问题的新方法

———基于混合坐标系的单弹簧联结单元法 #在混凝土实体单元与钢筋梁（杆）单元的切向设置单弹
簧联结单元，模拟钢筋与混凝土切向的相互作用，其切向刚度同样是由钢筋与混凝土之间黏结力与

滑移量的关系确定 #混凝土实体单元在整体坐标系内求解，而为了方便建立法向自由度之间的关
系，钢筋梁单元在局部坐标系内求解，通过建立法向自由度约束方程保证钢筋与混凝土的法向变形

协调，避开了人为选择法向刚度系数的困难，能够很方便地考虑钢筋对混凝土的销拴效应，并且也

适用于钢筋单元在混凝土中任意布置的情况 #数值算例表明，该方法是正确和有效的 #
关键词：混合坐标系；单弹簧联结单元；钢筋混凝土；黏结滑移
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钢筋混凝土结构受力后发生变形，实际上是钢筋和混凝土共同变形的结果 !目前，在分析钢筋与混凝土
的相互作用时，所采用的有限元模型主要有 $种：分离式、组合式和整体式［!］!采用分离式模型时，常用的联
结单元有双弹簧单元［.］、无厚度四边形黏结单元［$］、黏结区单元［2］、界面元［/!’］等 !这些模型在一定程度上较
好地解决了黏结滑移问题的力学分析，但也存在一些固有的缺点 !四边形黏结单元难以在三维结构中应用，
而黏结区单元因具有实际尺寸而带来网格划分的复杂性，计算工作量大且计算效果并不理想 !更为突出的
是，在利用联结单元描述钢筋与混凝土的相互作用时，一般需要确定 .个参数：切向刚度系数 "5和法向刚度

系数 "4 ! "5反映了钢筋与混凝土黏结滑移性能，由钢筋与混凝土之间的黏结力!与滑移量 # 的关系确定，一
般由实验数据拟合得到 ! "4反映了钢筋对混凝土间的销拴挤压作用，到目前为止对其取值还缺乏研究

［$］!一
般情况下，为保证钢筋与混凝土之间法向变形协调，需要给一个大的法向刚度系数 !理论上 "4 越大越能代

表真实的情况，但过大的取值将会给计算带来一些麻烦，而过小的取值会发生单元相互嵌入问题，致使结构

分析模型与实际几何形态有一定的偏差［&］!
本文基于双弹簧联结单元法，提出一种求解钢筋与混凝土黏结滑移问题的新方法———基于混合坐标系

的单弹簧联结单元法（以下简称本文方法）!本文方法将钢筋用梁（或杆）单元模拟，混凝土用实体单元模拟，
钢筋与混凝土相交位置设置双节点 !在实体单元与梁单元的切向设置单弹簧联结单元，实体单元在整体坐标
系内求解，而为了方便建立法向自由度之间的关系而保证钢筋与混凝土之间法向变形协调，梁、杆单元在局

部坐标系内求解，避开了人为选择法向刚度系数的困难，能够很方便地考虑钢筋对混凝土的销拴效应，并且

也适用于钢筋单元在混凝土中任意布置的情况 !

$ 常规的双弹簧联结单元法［.］

常规的双弹簧联结单元由相互正交的 .根弹簧组成，可以分别传递 .点之间的正向力和剪力 !这种联结
单元是一种力学模型，并非实际构件，具有弹性刚度但没有实际几何尺寸，可以方便地布置在需要设置联系

的任何地方 !该模型形式简单，力学概念明确，至今仍广泛地应用于钢筋和混凝土之间黏结滑移的有限元
模拟 !
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图 ! 双弹簧联结单元
"#$%! &’()*+,-./#0$ 1’#02 +*+3+02

在图 !中建立起钢筋方向的局部坐标系 !"#$，同时定义局部坐标系
!"#$ 内 "个方向的弹簧刚度：法向刚度 %#和切向刚度 %$ &利用虚功原理可
以导出双弹簧联结单元结点力 !%与节点位移!%之间的有限元平衡方程：

!% ’ "&
%$ ’
’ %[ ]

#
"!% （!）

式中："———局部坐标系 !"#$ 和整体坐标系!() 之间的坐标转换矩阵 &切向

刚度 %$即是黏移曲线的斜率
(!
( *，而法向刚度的选择则带有较大的人为性，

一般取足够大的数值以保证钢筋和混凝土的接触渗透足够小 &

4 单弹簧联结单元法

图 4 混合坐标系示意图
"#$%4 56+278 ’9 3#:+; 7’’/;#0<2+ -=-2+3

4 &! 坐标变换
本文所采用的混合坐标系统如图 " 所示，!()+ 为整体坐标系，

!"(")"+"为某一个梁单元局部坐标系，("布置在梁的轴向 &考虑到实际
问题中钢筋可能不在一条直线上，在每一个梁单元节点上建立节点局

部坐标系 !! (! )! +!，由相邻梁单元的局部坐标系平均得到 &各个坐
标系之间的坐标转换矩阵定义如下：# 为整体坐标系!()+ 与梁单元局
部坐标系 !"(")"+"的坐标转换矩阵；$ 为整体坐标系 !()+ 与每个节点
的局部坐标系!! (! )! +!的坐标转换矩阵 &
若记 %，&，!，%’，&’，!’，%!，&!，!!分别为坐标系 !()+，!"(")"+"，

!! (! )! +!内的位移向量、刚度矩阵和荷载向量，则 )者之间的关系
可以用坐标转换矩阵建立如下关系：

%" ’ #% !" ’ #! （"）
%! ’ $% !! ’ $! （)）

梁单元局部坐标系下的有限元平衡方程为

&"%" ’ !" （*）
利用式（"）和式（)）可得到节点局部坐标系 !! (! )! +!中的有限元平衡方程：

&! %! ’ !! （+）
其中 &! , $&$& , $#&&"#$&，为梁单元在节点局部坐标系 !! (! )! +!中的刚度矩阵 &
4 &4 法向自由度的约束方程
为了建立钢筋与混凝土在法线方向的关系，需在二者相交处设置双节点 &但与双弹簧联结单元不同的

是，单弹簧联结单元不需要定义法向弹簧，而是应用不协调网格协调位移解法［-］的思想，令双节点的法向自

由度相等来直接建立钢筋与混凝土在法线方向的关系 &由式（)）可以直接得到钢筋法向位移插值方程：

,!- ’ "
.

/ ’ !
0-/,/ （ - ’ "，)） （.）

其中，. 为所求问题的维数，而插值系数 0-/即为坐标转换矩阵的元素 &
对于钢筋数量较多、分布较为密集的情况，若都要求钢筋单元的节点与混凝土块体单元的节点位置相重

合的话，可能会给有限元网格剖分带来困难 &本文方法还可用于钢筋单元任意布置的情况 &此时，双节点中从

属于混凝土的节点可以表示为混凝土周围 1 个节点的线性组合 ,/ ’ "
1

% ’ !
2（ %）,（ %）

/ ，从而得到钢筋法向位移

插值方程：

,!- ’ "
.

/ ’ !
"

1

% ’ !
0-/2（ %）,（ %）

/ （ - ’ "，)） （/）

4 &> 混凝土与钢筋的相互作用
若记 (!为节点局部坐标系 !! (! )! +!内混凝土对钢筋的作用力，则由作用力与反作用力的关系可知，
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在整体坐标系 !"#$ 内钢筋对混凝土的作用力为 ! !" "! %可以建立混凝土和钢筋的增量有限元平衡方程：
混凝土 #!$ & !% ’ !"!"! （#）
钢筋 #!!$! & !%! (!"! （$）
由于节点的法向自由度已通过强迫相等的方式保证了钢筋与混凝土之间法向变形协调，即混凝土与钢

筋之间的法向作用力已变成内力，不需要在平衡方程中出现，则 "!仅仅为混凝土与钢筋之间的切向黏结力 %
混凝土与钢筋之间的切向黏结力增量可以表示为

!"! & !"!" ) & !"""
"*"+,-% & ."#%（ !!$ ’!$!） （&’）

式中："，*———由实验得到的黏结力与滑移量；+———钢筋直径；,———钢筋长度；-%———滑移量 %
将式（&’）代入至式（#），（$），并写成矩阵的形式：

# ( !"#% ! ’ !"#%

’ #% ! #! ( #[ ]
%

!$

!${ }! &
!%

!%{ }! （&&）

式（&&）即为本文方法的有限元方程 %

! 数 值 算 例

! %" 算例 "
考查设有 (形无黏结预应力钢筋的混凝土块体结构 )钢筋直径为 *+ ,,，材料参数取为：混凝土弹性模

量 -./.012，泊松比 ’/&+3；钢筋弹性模量 -./.012，泊松比 ’/-* )混凝土块体底部固定，钢筋端部承受 &’’’45
的集中荷载，钢筋单元任意自由布置 )有限元模型及其尺寸如图 *所示 )为突出验证单弹簧联结单元法在描
述钢筋与混凝土法向相互作用的有效性，不考虑钢筋与混凝土的黏结作用 )
用本文方法计算得到的钢筋与混凝土间作用力分布见图 6，均匀分布的作用力其幅值为 $$/$#& 7

&’’/’* 45 8 ,，在数值上与解析解 &’’ 45 8 ,非常接近，且钢筋与混凝土不发生法向嵌入 )改用传统的双弹簧单
元法求解，对于这一简单的模型问题，也可以得到接近的钢筋与混凝土间作用力，但钢筋与混凝土在法向会发

生嵌入，且嵌入量的量级与法向刚度的量级成反比 )当法向刚度取为 & 412时，嵌入量达 ’/’&*,；法向刚度取为
& 9 &’3 412时，嵌入量减小至 ’/&* 9 &’! # ,，而法向刚度的量级继续增大时，计算收敛性变差甚至不收敛 )

图 ! 算例 "有限元模型
#$%&! #’( )*+,- .*/ ’01)2-, "

图 3 钢筋与混凝土间作用力分布
#$%&3 4$56/$786$*9 *. .*/:,5 7,6;,,9 56,,- 19+ :*9:/,6,

图 < 算例 =有限元模型
#$%&< #’( )*+,- .*/ ’01)2-, =

! )= 算例 =
与文献［$］相同，本文以 :;<,2的 &’号拉伸构件［&’］作为研究对

象，说明本文方法的有效性 )试件尺寸、有限元模型见图 .，计算所
采用的材料参数为：混凝土弹性模量 ** 012，泊松比 ’/&+3，抗压强
度 -&/+012；钢筋弹性模量 &$’012，泊松比 ’/-*，屈服强度 6-#=12)
五级加载时钢筋端部的应变值分别为 ’/3#+ 9 &’! *，&/63& 9 &’! *，

-/-#+ 9 &’ ! *，-/##+ 9 &’! *，*/.#+ 9 &’! * )黏结滑移本构关系采用
:;<,2提出的将黏结应力表示为滑移量函数与钢筋应变函数的乘
积［$］，其表达式为
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!（"!，!）" "#$% # $& ’( ) % )"* !( )[ ]&
%
’ )
) % )""!

式中：# $&———混凝土抗压强度；"!———钢筋应变；&———钢筋直径，++；!———滑移量，++；!———黏结力，,-. (
用本文方法计算得到的四级荷载作用下，钢筋应变沿构件长度的分布与实测值的对比见图 / (从图 /可

以看出，本文方法计算结果与实测值吻合较好，尤其在低应力水平下，计算结果与实测结果几乎完全吻合，而

随着拔拉荷载的增大，本文方法得到的钢筋应变值在数值上比实测值要小，但分布规律却接近 (分析其原因，
一方面由于计算所采用的计算模型可能与实际有一定出入，另一方面在高应力水平下，所采用的黏结滑移本

构关系的适用性受到影响 (图 /同时还给出了相同计算条件下双弹簧联结单元法的计算结果 (由于本例为轴
向拉伸构件，实际上不存在法向刚度的选择及相互嵌入问题，双弹簧联结单元法的计算结果几乎与本文方法

的计算结果完全吻合，这也从另一个角度验证了本文方法的正确性和有效性 (

图 ! 不同加载步钢筋应变沿构件长度分布
"#$%! &#’()#*+(#,- ,. ’(//0 ’()1#-’ 10,-$ (2/ 0/-$(2 ,. 3,45,-/-(’ 1( 6#../)/-( 0,16#-$ ’(/5’

7 结 语

在双弹簧联结单元法的基础上，提出一种求解钢筋与混凝土黏结滑移问题的新方法———基于混合坐标

系的单弹簧联结单元法 (该方法只在钢筋切向设置单弹簧，通过建立钢筋与混凝土法向自由度的约束方程反
映二者在法向方向的相互作用力，避开了人为选择法向刚度系数的困难，能够很方便地考虑钢筋对混凝土的

销拴效应，并且也适用于钢筋单元在混凝土中任意布置的情况 (数值算例的计算结果与实测值吻合较好，说
明了该方法的正确性和有效性 (
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《河海大学学报（自然科学版）》征订启事

（邮发代号 $)!V’，2W’$!(((! X MY，/--W(%%%!(*)%，双月刊）

《河海大学学报（自然科学版）》是以水资源开发、利用与保护为重点的综合性学术期刊，主要刊登河海大

学在水资源、水文、地质、测量、水利工程、水电工程、水运工程、海洋及海岸工程、水工结构、工程力学、水力学

及河流动力学、岩土工程、计算机科学、电力工程、电子技术及自动化工程、工业与民用建筑、管理工程、水利

经济、环境工程、机械工程等学科方面的科研成果、学术论文、学术讨论、研究动态等学术性文章，可供上述有

关专业的科技工作者及大专院校师生阅读和参考 "
《河海大学学报（自然科学版）》创办于 (*+!年，是全国中文核心期刊、中国科技核心期刊，在国内工程技
术界和学术界有较大影响 "刊载的文章中，有不少国家科技攻关（重点）项目和各种科学基金资助项目的研究
成果，部分达到了国内领先和国际先进水平，为我国水利、水电、水运工程及其他有关工程建设的规划、设计、

施工和管理提供了科学理论、方法和具体建议，发挥了较大的社会效益和经济效益，深受工程界和科技界赞

许，并获得首届中国高校优秀科技期刊奖以及中国期刊方阵“双效期刊”、江苏省优秀期刊、全国水利系统优

秀期刊称号 "
《河海大学学报（自然科学版）》每逢单月出版，国内外公开发行，每期定价 ($Z%% 元，全年 V 期共 !$Z%%
元 "欢迎广大读者通过全国各地邮政局订阅或直接与编辑部联系 "
编辑部地址：$(%%*) 南京市西康路 (号 《河海大学学报（自然科学版）》编辑部
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