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基于细观力学的混凝土有效弹性性能预测
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摘要：假定混凝土材料为由骨料和砂浆组成的二相复合材料，建立了混凝土随机骨料模型；按骨料

与砂浆基体的弹性性能比值生成骨料较硬和较软两类试件进行有限元数值试验，系统研究了混凝

土有效弹性性能预测中多种细观力学方法的优劣及各细观力学方法的适用范围 #将细观力学方法
预测结果与有限元数值试验得到的结果进行比较，并对这些细观力学方法预测精度及其变化规律

进行了讨论 #数值试验结果表明，当骨料体积和骨料与砂浆弹性模量比较大时，细观力学方法预测
的结果误差较大，需要研究新的方法预测混凝土的有效弹性性能 #
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中图分类号：01/.%#" 文献标识码：2 文章编号：!"""!!-%"（.""%）"’!"%"!!"/

混凝土材料性能的研究对于充分发挥材料强度、提高工程结构的安全性都具有十分重要的意义，其弹性

模量是结构分析和设计中的重要参数，国内外学者提出了多种模型来预测弹性模量与混凝土细观结构组分

及相应力学性能的关系，以达到对混凝土材料进行优化设计的最终目的［!3/］#将细观力学研究方法引入混凝
土研究，既丰富了传统研究以试验为主的模式，也提供了进一步考虑混凝土内部力学行为和破坏机理的新途

径 #在预测混凝土宏观性能时，视其为骨料和水泥砂浆基体组成的二相复合材料，将 456768,语言与 2975:2;
中的 <*+98= >*+?结合，建立混凝土随机骨料模型，并采用 @86A进行有限元分析，最后用细观力学中的稀疏分
布模型、@56*308,8B8法、自洽法、广义自洽法和微分法对数值混凝土模型的有效弹性模量进行预测 #本文通过
/种细观力学方法预测结果与有限元数值试验比较，研究了各细观理论方法预测混凝土有效模量的适用性 #

$ 细观力学方法

$ #$ 稀疏分布模型
稀疏分布模型不考虑夹杂之间的相互影响，即假定夹杂的平均应变为嵌于无限弹性体中单颗夹杂的应

变，并假设基体和夹杂均为连续、均匀和各向同性线弹性体，夹杂随机分布，代表体积单元的宏观响应也是各

向同性的 !由于不考虑夹杂之间的相互作用，则代表体积单元的有效性能可看作是单夹杂情况的简单叠加 !
对仅由夹杂和基体组成的二相复合材料，其有效体积模量 " 和有效剪切模量!为
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式中：""，!"和 "!，!!———基体和夹杂的有效体积模量和有效剪切模量；$"———基体的泊松比；%———夹杂体
积比 !
$ !% &’()*+,-,.,法

@56*308,8B8法［’］将夹杂嵌于无限大的基体之中，并假定受到的远场应力不是外部施加的应力，而是考虑
了其他夹杂影响的有效应力（即基体的平均应力），所以这种方法也称为有效场方法 !利用 D+EF=GH等效夹杂
原理［&］和平均应力场方法，可得到复合材料的有效刚度张量：
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其中 # !｛!! "!!［ # " $（" $ #）$］$"｝!! !! ! !" $ !!

式中：!———复合材料的有效刚度；!"，!!———夹杂和基体的刚度；$———四阶 $%&’()*张量；"———四阶单位
张量 %
球形颗粒增强二相复合材料的有效体积模量 & 和有效剪切模量!为
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! %" 自洽法
,-./’-［0］提出自洽法，并用来研究多晶体材料的弹性性能，12((［3］和 45627/%8*［"!］进一步将其应用于复合

材料有效弹性模量的预测 %自洽法假定夹杂嵌于“等效基体”之中，此“等效基体”的模量为均匀化有效模量 %
球形颗粒增强二相复合材料的有效体积模量 & 和有效剪切模量!为
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式中$为复合材料的泊松比 %
显然，式（9）是关于复合材料有效模量 & 和!的非线性代数方程组，必须采用数值方法求解 %

! %# 广义自洽法
广义自洽法假定将一个夹杂及周围的基体嵌入无限大有效介质内 %这相当于将一个简化了的代表体积

单元嵌入复合材料中，因此，广义自洽法比自洽法更合理，但也增加了问题求解的难度 %对于圆球形夹杂嵌于
各向同性基体之中的二相复合材料，有效体积模量为
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有效剪切模量!的解析表达式非常复杂，其 ;7*(.-展开式为
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! %$ 微分法
微分法起初用于研究悬浮液体的性能，后来被 =>?75@&(2/［""］等进一步发展，用来研究复合材料有效性

能 %微分法假定体积为 )! 的均匀基体材料，其刚度张量为 !! %从基体中取出微量体积%*!，并用%*! 的夹杂
填充，则均匀化后的有效刚度为 !! A%!；如此重复，直至夹杂含量达到所需体积比 %据此可建立复合材料有
效模量与基体、夹杂的弹性性能，及夹杂体积比之间的微分关系 %球形颗粒增强二相复合材料的有效体积模
量 & 和有效剪切模量!的微分方程组为
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初始条件为：& # C ! C &!，! # C ! C!! %式（B）为高度非线性且耦合的微分方程组，需采用数值方法求解 %
根据复合材料有效体积模量 & 和有效剪切模量!，复合材料的有效弹性模量 + C 3&! ’（+& A!）%

% 混凝土随机骨料模型
混凝土骨料分为细骨料和粗骨料 D骨料按粒径分为小石（: E #! FF）、中石（#! E 9! FF）、大石（9! E

0!FF）、特大石（0! E ":! FF），它们依次称为一、二、三、四级配，当混凝土配比中包含这 9种级配时，称为全
级配混凝土 D通常三级配骨料包含大石（9! E 0! FF）、中石（#! E 9! FF）、小石（: E #! FF）+个级配骨料，小于
:FF的骨料按砂浆计 D为使混凝土产生最优化的结构密度，常采用富勒曲线来确定各粒径颗粒比例 D富勒曲
线是骨料在混凝土中的空间曲线，基于概率统计，G7(-7H’/将富勒级配曲线转化为试件内截面具有骨料直径
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! ! !"的内截圆出现的概率
［#$］：
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式中：!"———筛孔直径；!*+,———最大骨料颗粒直径；"&———骨料体积占试件总体积的百分比 (
随着计算机运行速度的提高，用有限元分析混凝土力学性能越来越受到重视［#-］，而采用这种方法的前

提就是建立数值混凝土模型 0取 -"" 1 -""**$的正方形试件，取 ! 2 )"**，-"**和 #"**为大、中和小石的
代表粒径 0根据式（/）计算各粒径骨料的颗粒数，并按蒙特卡罗方法生成随机骨料模型，见图 # 0

图 ! 二相混凝土随机骨料数值模型
"#$%! &’()*#+,- (./)- 0.* *,1/.( ,$$*)$,2) .0 23.456,7) +.1+*)2)

图 8 各细观力学方法预测结果与有限元数值试验结果比较
"#$%8 9.(5,*#7.1 :)23))1 5*)/#+,2)/ *)7’-2 :; ()7.()+6,1#+,- ()26./ ,1/ 7#(’-,2)/ *)7’-2 :; 0#1#2) )-)()12 ()26./

在有限元商业软件 3+4%中，对试件施加均匀应力边界条件，应用顶面位移法求出复合体有效弹性模量 (
取砂浆和骨料的泊松比均为 "’$，砂浆的弹性模量 )" 取为 $- 56+ (将骨料设为较硬和较软 $种情况进行试
验：（+）假定夹杂比砂浆硬的情况，取骨料的弹性模量 )#为 ))"，#")"，#"")"；（7）假定骨料比砂浆软的情况，
取骨料弹性模量 )#为（# % )）)"，（# % #"）)"，（# % #""）)" (依次取 * 2 "’#，"’$，"’-，"’.，"’)和 "’(进行计算 (

< 各种方法的比较与讨论
图 $给出了骨料与砂浆基体弹性模量比 )# % )"取不同值时，采用混凝土有限元数值试验得到的有效弹
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性模量与用不同细观力学理论方法预测结果的比较情况 !由图 !可得到：
!" 稀疏分布模型假定夹杂的平均应变为孤立夹杂嵌于无限大基体内的应变，而不考虑其他夹杂的影

响，这就要求夹杂颗粒的体积比足够小，即颗粒间距足够大 !比较结果表明，稀疏分布模型只在 " 很小时，预
测结果才是可信的 !

#" 当夹杂比基体硬（软）时，复合材料的有效弹性模量 # 比基体弹性模量#"高（低），比夹杂弹性模量低

（高）!若假定夹杂置于弹性模量为 #" 的无限大介质中，且施加相同均匀应力边界条件，则高（低）估了夹杂

的应变，因此稀疏分布模型低（高）估了复合材料有效弹性模量；而自洽法将夹杂置于有效弹性模量为 # 的
参考介质中，且施加相同的边界条件，则低（高）估了夹杂的应变，因此高（低）估了复合材料的有效刚度 !因此
在硬（软）骨料情况下，且 " 很小时，稀疏分布模型预测结果小（大）于有限元数值试验结果；而自洽法的预测
结果大（小）于有限元数值试验结果 !

$" 骨料较硬时，自洽法优于稀疏分布模型；而当骨料较软时，在其他几种方法预测结果都不好的情况
下，自洽法在 ## $ #"不太大，且 " 较小时，预测的结果最好 !研究［#$］表明，在预测含孔洞的弹性体的有效性能
时，自洽法预测的有效性能出现零刚度现象，从比较结果可以看出，在 ## $ #" 趋于零、" 达到 "%&时，自洽法
预测的有效弹性模量趋于零 !

%" ’()*+,-.-/-法通过改变远处应变或应力来考虑介质相互作用 !骨料较硬时，这种考虑夹杂之间及夹
杂与基体之间的相互影响的方法效果比较好，在 ## $ #"不是很大，" 也不是很大时，预测的结果精度较高；但
在骨料较软的情况下，’()*+,-.-/-法预测结果与有限元数值试验结果误差较大 !

&" 在概念上，广义自洽法确实是对自洽法的改进，能较好考虑夹杂之间以及夹杂与基体之间的相互作
用 !从比较结果来看，在骨料较硬时，广义自洽法在 " 不是很大时，预测结果与有限元数值试验结果吻合较
好，明显好于自洽法；骨料较软时，预测结果不是很好 !

’ " 微分法给出的表达式涉及高度非线性且耦合的微分方程组，给应用带来不便，但其微量替换的微分
思想具有较好的精度 !在骨料较硬、" 不是很大时，预测结果与有限元数值试验结果较吻合，随着 " 的增大，
预测结果大于有限元数值试验结果，这可能是因本文采用微分 自洽的思路进行求解造成的；骨料较软时，微

分法不能给出较满意的估计 !
(" 对于这几种细观力学方法，预测结果与有限元数值试验结果的误差都随着骨料与基体的弹性模量之

比的增加而加大；随着 " 的增大，预测结果与有限元数值试验结果的误差也逐步增加 !

) 结 语

（-）细观力学中的稀疏分布模型、’()*+,-.-/-法、自洽法、广义自洽法和微分法在预测二相混凝土复合材
料弹性性能时，需对 ## $ #"和 " 对预测精度的影响进行系统的理论分析；（0）尽管现有经典细观理论方法已
经考虑了夹杂之间及夹杂与基体之间的相互作用，但考虑的程度不是过大就是过小，需提出更精确反映这种

作用的假定，才能从本质上解决细观力学方法的缺陷；（1）对混凝土有效弹性模量预测还要考虑界面薄弱层
和混凝土的初始缺陷，如孔隙、裂纹等的影响，目前的研究大都基于特殊情况的假定之上，如复合球模型等 !
因此，真正将细观力学方法应用于混凝土材料，还需要做进一步研究 !
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《水利经济》征订启事

中国科技核心期刊 全国水利系统优秀期刊 全国农业系统优秀期刊

（邮发代号 EO!EDE，#*FE!!!ID U V，双月刊）

《水利经济》是河海大学与中国水利经济研究会共同主办的以技术性为主、兼顾学术性和管理性的科技

期刊 ,《水利经济》!BOF年创刊，是全国唯一的水利经济研究方面的专业性期刊 ,经国家科委批准，国内外公
开发行 ,
主要刊登内容：水利经济学理论；水利工程建设中的经济效益、社会效益和环境效益评价与分析，水利工

程经济评价和财务评价，以及水利工程资本运作与费用分摊研究；水利工程管理研究，以及水利事业和水利

建设的管理体制改革研究；水库移民经济研究；农业经济研究；生态与环境经济研究，生态建设领域中的水资

源可持续发展研究等 ,
主要读者对象：从事水利经济、水利水电技术、经济管理、生态、环境、农业经济及管理工作的有关工程技

术人员、科研人员、管理人员以及高等院校师生 ,
订阅办法：读者可通过邮局订阅，也可直接汇款至编辑部订阅 ,每期定价 I元，全年 I期共计 FI元 ,
编辑部地址：E!HHBO 南京市西康路 !号 河海大学《水利经济》编辑部
联系电话 U传真：（HED）OFCOIFDH
?L<96:：WWX44/, 50/, ;8
网址：4..=：U U PPR, 44/, 50/, ;8 U 6805SYWW , 4.<

DHO第 I期 何巨海，等 基于细观力学的混凝土有效弹性性能预测




