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非线性边界条件下反应 扩散方程组全局吸引子的存在性
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摘要：考虑在非线性边界条件下反应 扩散方程组解的渐近行为，当非线性项 !，" 满足一定的条件
时，得到反应 扩散方程组存在有界吸收集 #利用反应 扩散方程组解的正则性，证明了在强耗散和
弱耗散条件下全局吸引子的存在性 #
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$ 预 备 知 识
本文考虑非线性边界条件下的反应 扩散方程组
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全局吸引子的存在性 ,这里!是 -. 中的有界光滑区域，"是!的边界部分，#（ +，$）：4（ #!（ +，$），#.（ +，$），

⋯，#/（+，$））5，#0（ +，$）" -，& 4 6*78（ 1!，1.，⋯，1/）且 10 9 "，"# 4（"#!，"#.，⋯，"#/）5，!(（ #）4（ !!（ #），

!.（ #），⋯，!/（ #））5，"(（ #）4（ "!（ #），".（ #），⋯，"/（ #））5，!0（ #），"0（ #）" -，!# 0# / ,同时还假定 !(（ #），

"(（ #）是一个局部 :*;+<=*>?函数且满足一定的增长条件 ,
许多物理（物理 化学、生物等）理论能用数学的形式描述为抛物问题，可参见文献［!!2］,对 !# 0#/，

#0（+，"）"23（!），令 4 4 23（!），5 4 23（!，-/）4 4 @ 4⋯ @ 4 4［23（!）］/，定义式（!）的变分弱解 ,
定义 $ 设 #""23（!，-/）（! A 3 A B C），称函数 #"6（［"，#），23（!，-/））4［6（［"，#），23（!））］/ 为

式（!）的变分弱解，如果对任意的$" 7.
.，38（!，-/）4［7.
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!!｝，它满足
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对 #""23（!，-/），由定义 !可知，公式（.）所对应的抽象形式为

#$ ) 9# ’ !(!（ #）’ "("（ #） #（"）) #"" 23（!，-/） （$）
其中
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在定义 !下，式（!）的解都满足积分方程
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其中算子 1 同式（)）所定义 3 $：［&，$］$ 4!称为是问题（!）的%!正则解，如果 5#6（［&，$］，4!）% 6（（&， ]$ ，
4! *%），且 $（ 0）满足
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这里 4&是由扇形算子 1 生成的分数次乘积空间（其构造同文献［"，$］），&+ &，7（ $）, "#!（ $）* &#8（ $）3
在系统（!）中，假定 9 "- #，&- # 9 满足增长条件
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这里 7: , ":，&:（ ; , !，"）3由文献［(］中定理 "/"及插值空间理论，有以下的结论：
定理 ! 设! 0 - 0 1，,’"（特别 , , !），":，&: 分别带指数’! :，’" :并满足式（.），且

’! : &’" ( ! % "-
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, （’! : ! ! % "-，’" : ! ! % -，!& : & *） （2）

那么任给初值 $&#<-（!，/*），存在%+ &，式（!）有唯一的%!正则解存在 3此外，该解为古典解 3

" 主 要 结 果
以下寻求式（!）的混合耗散条件 3首先，初值空间选为 <8（!，/*）3在式（!）第一式中第 : 个方程两边同乘

以 $: 8 3 " $:，分步积分并利用边界条件，然后把 * 个方程相加可得

!
8

’
’ 0( $（ 0）(

8
<8（!，/

*
）%

)（ 8 ) !）
8" !!)

*

: ( !
=:

"

$:
8
" " %!!)

*

: ( !
":（ $（ 0）） $: 8 )" $: %

!#)
*

: ( !
&:（ $（ 0）） $: 8 )" $: ( & （4）

式（4）左边最后 "项可写为
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由式（!"）和（!!）可得
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这里，)! 0
$（ ’ 1 !）

’#
1#)*)"，)#，)’) " 4于是得到了 .’（!，/!）中的耗散条件式（!.），故有：

定理 ! 假设 25，$5 分别带指数$! "，$# "（!# "# !）并满足式（2）且式（3）成立，定义函数 0’（ 1）同式（!$）
且式（!.）成立 4则有式（!/）成立 4
现考察初值在 .’（!，/!）中时，25，$5 在 .’（!，/!）中次临界指数增长时全局吸引子的存在性 4
定理 " 假设 25，$5在 .’（!，/!）中次临界指数增长，即 2"，$" 分别带指数$! "，$# "（!# "# !）并满足式

（2），这里$! " 4$2 0 ! 5 # ’
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1)!，"#% 4 ! 5 !
1 ，"#&4 !，在 7%，1（!，/!），)&（*!，/!）中有吸收集存在 4式（!）在 .’（!，/!）中有全局吸

引子 8 存在，8 吸引 .’（!，/!）中的有界集 4
证明：由定理 #可知，如果式（!.）成立，则存在 )#，)’ 6 "，使得
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由 789+:;((引理可知，在 .’（!，/!）中有吸收集存在，且 .’（!，/!）中有界集的轨道在 .’（!，/!）是有界的 4
由于 25，$5在 .’（!，/!）中次临界指数增长，故文献［/］中定理 #<# 中的 / 可以选取任意大 4此时可以在

.’（!，/!）定义非线性半群｛9（ &）；&)"｝，9（ &）%（"）0 %（ &，%"），%"’ .’（!，/!）4在定理 ’的假设之下，由文献
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同文献［/"2］，选取(6 ! > #，对任意大的 /，&’（"，’"］，由式（!2）可知
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选初值在 !"（!，#$）的吸收集中，取 % !"" & #，由式（$%）可得在 ’"
##（!，#$）中有吸收集存在 (由于 ’"

##（!，
#$）! ’"

$（!，#$）! !"（!，#$）是紧嵌入，由此得到定义在 !"（!，#$）上的半群是紧的，故在 !"（!，#$）中有

全局吸引子存在 (其余证明同文献［%］中定理 &’#的证明 (
下面给出 )*，+*在 !"（!，#$）中临界指数增长时全局吸引子的存在性 (
定理 ! 假设 )*，+* 在 !"（!，#$）中临界指数增长，对 , ( "，定义 -,（ .）同式（$&）且式（$)）式成立 (那么

式（$）在 !"（!，#$）中有全局吸引子存在，定理 *的结论均成立 (
证明：因为在很短的时间内，!"（!，#$）中有界集的轨道进入 !,（!，#$）中，故在定理的条件下，)*，+* 在

!,（!，#$）中次临界指数增长，同定理 *的证明，结论成立 (
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