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摘要：在处理运动界面追踪问题的流体体积函数（567）法的基础上，给出了一种无结构三角形网
格下的高分辨率的运动界面捕捉方法 #该方法采用高精度的加权本质无振荡（89:6）有限体积格
式离散 567函数的空间导数，采用三阶 ;5< =>,?@AB>CCD方法离散时间导数，采用 EDFA7G*@HG*IJ+通
量作为数值流通量 #数值试验结果表明，用该方法来进行旋转速度场和剪切速度场的运动界面追
踪，可以得到与理论解非常一致的追踪结果 #
关键词：运动界面；追踪；流体体积函数法；89:6格式；有限体积法；无结构三角形网格
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流体体积函数（MNO>P@ NQ QO>*H+，567）法是一种处理复杂运动界面的有效方法［!!.］#该方法是由 1*GC等［$］

提出的，:NJ等［/!K］对该方法进行了改进，使该方法有了进一步的发展和更广泛的适用性［’］#
567运动界面追踪主要包括 .个方面的内容：根据给定流速及重构好的运动界面来确定下一时刻流体

体积函数 ! 的值，称之为运动界面捕捉；根据给定的流体体积函数 ! 的值确定运动界面位置，称之为运动界
面重构 #本文主要探讨运动界面追踪中的捕捉方法 #
随着 567法的不断完善，目前已出现了多种比较成熟的高分辨率的运动界面捕捉方法［&!%］，但这些方法

大都基于结构网格，不便于直接推广到无结构网格 #理论分析和数值试验证明，89:6格式能基本无振荡准
确地捕捉到间断解，而且在光滑和间断区域能达到高精度，性能稳定，收敛性好 #89:6格式已经成为计算流
体力学中一类重要的计算格式，并得到了广泛的应用［-!!!］#
本文采用高精度的加权本质无振荡（89:6）有限体积格式离散 567函数的空间导数，采用三阶 ;5<

=>,?@AB>CCD方法离散时间导数，采用 EDFA7G*@HG*IJ+通量作为数值流通量，从而构建了一种无结构三角形网格
下的高分辨率的运动界面捕捉方法 #

’ (")法

567法的基本思想是：在整个流场中定义一函数 !，每个网格中此函数的值为某种流体的体积与网格体
积的比值 "不包含这种流体的网格称为空网格，充满这种流体的网格称为满网格，包含界面的网格称为半网
格 "如果知道此函数任意时刻的每个网格上的值，就可以通过某种途径构造运动界面 "
设计算区域是!，某种流体所在的区域记为!!，定义函数

"（!，#）$
! ! !!!

" ! "!{
!

在流场中，"（!，#）满足#"## R %#"
#& R ’#"

#( S "，其中 " S（%，’）是流体的速度场矢量 "以矩形网格 )*，+为例，定

义 !*，+为"（!，#）在网格 )*，+上的积分，即
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该函数称为 #$%函数 (同样，!"，#满足

"!
"’ ) *"!

"+ ) ,"!
"- $ & （!）

该方程称为 #$%（’()*+, (- -)*."）方程 (
容易看出，每个单元上的流体体积函数实际上是

! $ 单元中的流体体积单元体积

显然，满足 ! / !的网格充满流体，本文将这种网格称为流体网格；满足 ! / &的网格内没有流体，本文将这种网
格称为空网格；满足 & 0 ! 0 !的网格内包含流体的运动界面，本文将这种网格称为边界网格 (每个网格中的 ! 值
一旦求出，就可以根据某种规则和周边网格的 ! 值，计算运动界面的斜率等，构造出运动界面的具体位置 (

! "#$%有限体积格式

! (& ’%(方程的守恒型格式

#$%方程的守恒型格式可以写成 "!
"’ 1

"!*
"+ 1"!,

"- / & （2）

令 " /（ !*，!,），则式（2）可写成 !’ 1

!

·" / & （3）
! (! ’%(方程的离散
本文把单一的三角形单元作为控制元，物理变量配置在每个单元的中心 (在三角形单元控制元"& 上对

式（3）积分，并利用 45,,6公式将面积分化为线积分，得

"
"’!"&

!"" $ .#
3

/ $ !!0/
"·#/" 1 （7）

式中：0/（/ / !，2，3）———"&的第 / 条边；#/———0/ 的单位外法向量 (利用 4*,88积分公式，有

!0/
"·#/" 1 $ 0/ #

2

# $ !
##"（ !（3#，’））·#/ （9）

图 & 典型网格模板
()*+ & , -./)012 3456

式中：3# 为 4*,88点；当 2 / 2时，令!/ !
2 1%3:，4!，42 为线段的 2个端点，

那么 3! /!4! 1（! ;!）42，32 /（! ;!）4! 1!42，如图 !所示；#! /#2 /
!
2 (

记流体体积函数值的单元平均值为

&! " $ !
""!""

!""

控制方程（3）的有限体积半离散化格式为
"
" ’
&! " $ . !

"" #
3

/ $ !
0/ #

2

# $ !
##"（ !（3#，’））·#/ （:）

用一阶 <=>?%5.,"5.@A8数值通量 "’来近似地代替 "（ !（3#，’）），即

"’（ ! )
# ，! .

# ）·# $ !
2
（"（ ! .（3#，’））) "（ ! )（3#，’）））·# .!（ ! )（3#，’）. ! .（3#，’[ ]））

式中：!——— 56（ !）的上确界；! 1（3#，’），! ;（3#，’）———高斯点 3# 处三角形单元内部和外部的 ! 值 (方程
（:）左端时间项的离散采用三阶的 B#C D*6E,?F*GG=离散格式 (
因为只有流体体积函数的单元平均值是已知的，所以需要构造流体体积函数在高斯点的值 (用 HIJ$

格式构造三角形单元上的加权多项式 7（+，-），用加权多项式在高斯点的值来近似地代替流体体积函数在
高斯点值，即 ! K（3#，’）/ 7（+3#

，-3#
）(

! (7 "#$%格式
本文采用三阶精度的 HIJ$格式［L］重构过程 (构造三阶精度格式需用到 !&个网格的信息，如图 !所示 (

对于三角形单元"&，记 3个相邻的单元分别为""，"#，"/，"" 的另 2个相邻单元分别为""8，""9，以此类推 (
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!" 构造线性多项式 !对于三角形单元!!，给出 " 个小模板，分别为 "# $｛!!，!#，!$｝，"% $｛!!，!$，

!%｝，"& $｛!!，!%，!#｝，"’ $｛!!，!%，!%&｝，"( $｛!!，!%，!%’｝，") $｛!!，!#，!#&｝，"* $｛!!，!#，!#’｝，"+ $
｛!!，!$，!$&｝，"" $｛!!，!$，!$’｝!在每个小模板上构造线性多项式 (# , ("，并且线性多项式满足（以模板

"#为例）

(#（)，*）!+
,!- + （ + , !，#，$） （*）

设 (#（)，*）$ &! - &# ) - &% *，根据式（*），可得到 &个方程组，(#（)，*）是唯一确定的不超过一次的多项式 !
#" 构造加权因子 !对上面构造的线性多项式进行凸组合，使加权多项式能达到三阶精度 !为确定线性权

"+（ + $ #，%，⋯，"），在大模板上构造一个二次多项式 .（)，*），并使其在大模板上的单元平均值均等于 - 的单
元平均值 !线性权"+ 可通过方程组

.（)/，*/）, "
"

+ , #
"+(+（)/，*/） "

"

+ , #
"+ , # （"+ # !）

求解 !为了避免线性权所产生的强烈震荡，采用 ./012等［#!］给出的光滑因子和非线性权方法来衡量数值解的
陡度和光滑程度 !对于一个 $ 次多项式 0（)，*），定义光滑因子为

" , "
#$ # $ $
%! ! # 1#（2#0（)，*））%3)3*

式中#是一个复指数，2 是偏导数，则非线性权定义为

$+ ,
&$+

"
+

&$+

&$+ , "+

（% 3 "+）
%

式中："+———第 + 个多项式（(+）的光滑度；%———很小的正数，本文取%$ #!4 ) !用非线性权$+ 代替线性权"+，

4（)，*）, "
"

+ , #
$+(+（)，*）即是 5678重构需要构造的多项式 !

$ 数 值 试 验
为了验证本文给出的 5678有限体积运动界面追踪方法的适用性，以剪切速度场和旋转速度场下的运

动界面追踪为例进行数值试验 !一般来说，运动界面的捕捉方法应当是高精度的数值方法，在求解流体体积
方程时不需要对运动界面进行重构，运动界面的轮廓线可以由流体体积函数值的几条等值线获得［*］，所以，

本文不对运动界面进行重构 !
$ !% 剪切速度场
二维剪切流场为

5（)，*）,!9:;（!（) 1 )!））;/1（!（* 1 *!）） 6（)，*）, 1!;/1（!（) 1 )!））9:;（!（* 1 *!））
计算区域为［!，#］<［!，#］，取（)!，*!）$（!=(，!=(），初值界面为圆心是（!=(，!=&）、半径是 !=%的圆周 !将计算
区域剖分成 #*&(%个不规则三角形单元，单元平均边长约为 !=!##( !先用本文给出的追踪方法计算到 7 $ #=! ;
和 7 $ %=! ;，再以此结果作为初值，将速度反号，分别反剪切到 7 $ #=! ;和 7 $ %=! ;，计算结果如图 %所示 !

图 & 剪切速度场剪切及反剪切计算结果
’()" & *+,-./01 203.4/3 +5 360!2 !71 (780230 360!2 +5 360!2 804+9(/: 5(041
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从图 !可以看出，剪切速度场运动界面的捕捉结果比较理想，反剪切的界面形状与剪切速度场的初始值
几乎一样，! " #$% &的反剪切捕捉结果更好 "因此，在无结构三角形网格下，用 ’()*有限体积法来追踪运动
界面是可行的 "
! "" 旋转速度场（#$%&’$(问题）
旋转流场为

#（$，%）& ’!（% ’ %%）(（$，%）&!（$ ’ $%）
计算区域为［%，#］+［%，#］，取（$%，%%）"（%$,，%$,），初值界面为有缺口的圆周 "网格剖分情况与 -$#一样 "用
本文给出的追踪方法分别计算到 ! " %$, &，! " #$% &，! " #$, &和 ! " !$% &，结果如图 -所示 "

图 ! 旋转速度场计算结果
)*+, ! -./012&3 4&’1%2’ .5 26& #$%&’$( 04.7%&/

从图 -可以看出，本文给出的追踪方法较好地捕捉到了旋转速度场的运动界面，仅在界面缺口的拐角处
有些抹平，这与文献［.］矩形网格剖分下的模拟结果非常一致 "

8 结 语

本文在处理运动界面追踪问题的流体体积函数（/*0）法的基础上，用高阶精度的 ’()*有限体积格式
离散 /*0函数的空间导数，用 123405678569:&作为数值通量格式，用三阶 ;/< =>?@74A>BB2方法离散时间导数，
并通过编程构建了一种无结构三角形网格下的高分辨率的运动界面捕捉方法 C剪切速度场和旋转速度场运
动界面追踪模拟结果表明，该方法不仅适用性好，而且精度和分辨率较高 C
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