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摘要：以初始设计的劲度矩阵为预条件矩阵，给出了大型结构有限元重分析的预条件共轭梯度算

法 #该算法不需要形成和存储修改结构的劲度矩阵，占用内存小，并具有较高的精度和收敛速度 #拱
坝体形修改有限元分析算例表明，即使设计变量有较大改变时，该方法也能较快地收敛到精确解 #
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结构优化设计中，对设计变量修改后的结构进行重分析是必不可少的 #对于拱坝等大型结构系统，若每
次修改后都直接求解新的有限元控制方程，计算量非常庞大，很不经济［!］，为此，通常采用一些近似重分析方

法计算结构修改后各类响应的近似值 #常用的近似重分析方法有摄动法、等效荷载法等 #摄动法采用 145678
展开式计算新设计点结构响应的近似值，如 9:;<*=的应力展开法［.］、朱伯芳的内力展开法［$!/］等都属于此类
方法 #该方法一般只在设计变量发生小的改变时才能得到较好的近似解，而且必须计算位移灵敏度 #对于设
计变量较多的大型结构系统，位移灵敏度计算的工作量较大 #等效荷载法［0］假设结构修改时外荷载不变，将
结构刚度的改变量与位移的乘积看成等效荷载，通过迭代计算求结构修改后位移的近似值 #该方法对桁架类
结构较适用，而对实体结构如拱坝等，外荷载不变的假设导致计算误差较大 #
其他结构重分析方法还有响应面法［’］、缩减基法［&!%］、组合逼近法［-!!"］等 #响应面法用一个简单的函数（如多

项式）来代替响应函数，再用一些设计点的计算值来拟合该函数 #响应面法一般只适用于设计变量较少的问题 #
缩减基法是用一些基向量的线性组合来逼近多自由度系统的响应，将问题化为求解基向量的系数 #但基向量的
计算涉及很多计算量，对于大型结构系统问题而言计算成本将大大增加 #组合逼近法将缩减基法与一个级数展
开的前几项组合起来，计算是基于一个给定点的精确分析结果，每次重分析涉及求解一个小规模方程组 #但组
合逼近法要求引进增量刚度矩阵，计算缩减刚度矩阵，存储所有基向量，这些操作将显著地增加计算成本 #
本文以初始设计的劲度矩阵为预条件矩阵，采用预条件共轭梯度（>8?:7,@*=*7,?@ :7,)AB4=? B84@*?,=，CDE）

算法进行修改结构的重分析 #该方法计算量小，实施方便，即使设计变量发生较大变化也能较快地获得高精
度近似结果 #

$ 计 算 方 法
设初始设计的劲度矩阵为 !"，在初始分析时已写成如下 D;76?+F5分解式：

!" ! """1
" （!）

式中 ""为下三角矩阵 "
假设修改设计后结构的劲度矩阵为 !，荷载向量为 #，则相应的有限元控制方程为

!$ % # （.）
式中 $ 为修改设计的结构位移向量 "
结构重分析的目的就是要确定修改设计的结构位移向量 $，同时又避免直接求解式（.），为此将式（.）写

成如下等价式

" #!
" !" #1

" "1
" $ ! " #!

" # （$）
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即
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其中 !! ! % ""
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# " !$ ! % ""
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利用共轭梯度算法［""］求解方程（!），具体迭代公式为
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其中 #&# !!$ (!!""# "’" !#&#
式中""#为任取的初值 %
按式（&）直接迭代，需计算!! ’ % ( "

# !% ( $
# 和!$ ’ % ( "

# $，而且还需将迭代得到的近似解""# 通过变换 "# ’
% ( $
# ""# 变成方程组（%）的近似解 %而本文只需作变换

"# ! % "$
# ""# &# ! %##&# ’# ! % "$

# "’# （)）
代入式（&），即可得如下算法：
步 " 计算 &# ’ $ ( !"#，)# ’ ! ( "

# &#，## ’ &$# )#，置 # ’ "，令 ’" ’ )# %
步 % 计算 * ’ !’#，!# ’## ( " ’（’$

# *），"# ’ "# ( " *!#’#，&# ’ &# ( " (!#* %
步 + 收敛判断 %若$ &#$ ,$，则输出 "#，结束，否则转下一步 %
步 ! 计算 )# ’ ! ( "

# &#，## ’ &$# )#，"# ’## ’## ( "，’# * " ’ (# *"# ’#，令 # ’ # * "，转步 % %
上述算法即为 -./算法 % !#称为预条件矩阵；"#为任意初值，这里可取 "# ’ ! ( "

# $；* 的计算可按单元
进行然后再组装，即在该算法中无需形成结构修改后的整体劲度矩阵；)# 可利用初始设计，分析已完成 !#

矩阵的 .0123456分解式（"），通过前代、回代计算而得 %
设有限元模型整体劲度矩阵 ! 为 ) 7 ) 阶矩阵，半带宽为 * %用 -./算法迭代 # 次所需的浮点运算次数

为 +8- ’（9*) * "))）#，而采用 .0123456分解法直接求解方程所需的浮点运算次数为 +8. ’（ *% * :* * %）)，
此外还需要 ) 个求平方根运算 %实际工程中 * 一般很大，有 *%%*，因此，%种算法浮点运算次数的比为

, !
+8-
+8.

!（9* $ ")）#
*% $ :* $ % &

9#
* （:）

式（:）表明，-./算法迭代 *
9次的运算量与 .0123456分解法的运算量相当 %

! 工 程 算 例
某抛物线形混凝土双曲拱坝，坝顶高程 9%:;##<，坝底高程 &&#<，最大坝高 %::;#<，正常蓄水位 9%#;#<%初

始设计和修改设计的拱坝体形参数如表 "和表 %所示 %由表 "和表 %可以看出 %个拱坝体形有较大的差别 %
表 " 初始设计体形参数

#$%&’ " ()*+*$& ,’-*.) /$0$1’+’0- 23 +4’ ,$1

高程 ’<
拱冠梁参数 ’< 拱端厚度 ’< 半中心角 ’（-） 拱轴线拱冠曲率半径 ’<

上游面坐标 厚度 左岸 右岸 左岸 右岸 左岸 右岸

9%:;## #;### "!;### "=;#+& "=;### !);9=" !&;#:+ +!";)": %)";#!)
:9#;## ( "=;&9% +#;9%# +#;)&# +=;):= !:;+%& !&;)%# +#";:+# %!";9=)
:!#;## ( +%;&)+ !";&"# !%;9%% &&;### !:;9:) !);:!) %)9;!:+ %%+;=+!
)=#;## ( !+;&#9 &";+)9 &9;")& )=;=!& !9;":! !:;=&= %%=;:#! %#";=:+
)!#;## ( !9;### &9;):: :#;!!% :9;:9: !);+=) !:;#)# %##;!=% "9&;#"!
)##;## ( !);&%! )+;)&& :&;:!! 9#;!+: !+;### !+;)## ":);:&: ":";=%9
&:#;## ( !%;%&# ):;+)& :&;=%= ::;==: +:;### +:;### ")+;#%! ")+;9!%
&&#;## ( +:;9") :#;### :+;9+! :!;!+& "9;&## "9;&## "&!;&&: "&!;9+)
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表 ! 修改设计体形参数
"#$%& ! ’()*+*&) )&,*-. /#0#1&2&0, (+ 23& )#1

高程 !!
拱冠梁参数 !! 拱端厚度 !! 半中心角 !（"） 拱轴线拱冠曲率半径 !!

上游面坐标 厚度 左岸 右岸 左岸 右岸 左岸 右岸

"#$%&& &%&&& ’#%()( ’$%’$* ’*%’+, )+%($) )*%(+$ ,’&%"(# #)$%(&+
$"&%&& - ##%((’ ,#%##+ ,,%(", ,*%",, )$%(*" )#%)’+ #++%’)& #$&%)")
$)&%&& - ,"%’(& ))%))’ )$%’+" (#%($$ )+%#)" ))%&"" #((%$+( #)(%*+,
*+&%&& - (#%’+) ((%&,, (+%*"" (+%*"’ )$%+*$ ))%+"# #,#%,$$ ##)%("&
*)&%&& - (+%#(+ *’%$+* *"%$,+ $&%*,& )(%’#& ))%(*’ #&+%(&, #&#%&’"
*&&%&& - (+%##) *(%),& $#%")# $+%#$+ )&%)+$ )’%((" ’+#%""’ ’")%&+$
($&%&& - ((%((& *$%*’& $(%+&* $*%#,, ,,%,#, ,,%*#) ’"*%("* ’"(%)),
((&%&& - (’%#)( *"%+$+ $)%+,* $#%,&) ’(%,&’ ’$%#+( ’""%$&" ’**%’#*

有限元模型中结点总数为 , *#(，单元总数为 # $,"，自由度数目 # . + (+)，整体劲度矩阵的半带宽 $ .
’+)" %以初始设计的整体劲度矩阵为预条件矩阵 !&，采用 /01算法对修改设计进行结构重分析，计算工况
荷载组合为“正常蓄水位 2自重 2温降”，坝体主要应力结果见表 , %表中 /01!,和 /01!$分别表示 /01算法
迭代 ,次和 $次的结果，并以采用 03456789分解法直接求解的结果为精确解 %
从表 ,可以看出，经过 ,次迭代得到的坝体主要应力已经是精确解的很好近似值，$次迭代就已经基本

收敛到了精确解 %表 )给出了最大主应力和最大顺河向位移的迭代过程 %
表 4 坝体主要应力极值

"#$%& 4 520&,, &620&1&, (+ 23& )#1

方法
上游面应力 !:/; 下游面应力 < :/; 拱冠梁剖面应力 < :/;

!&!;= !&!>? !’!;= !,!>? !&!;= !&!>? !’!;= !,!>? !&!;= !&!>? !’!;= !,!>?

/01!, #%"",+ - ,%&,&* (%,&,) - *%)&$, - &%(+#’ - ’&%+&#’ &%,#," - ’(%’#+& #%(,## - ’&%+&#’ (%,&), - ’(%’#+&
/01!$ #%""+# - ,%&’’’ (%,&"* - *%),)$ - &%(+$) - ’&%"$"$ &%,’)) - ’(%’&() #%()#, - ’&%"$"$ (%,&"* - ’(%’&()
精确解 #%""+" - ,%&’’) (%,&+* - *%),)) - &%(+*( - ’&%""&, &%,’(* - ’(%’&$’ #%(),’ - ’&%""&, (%,&+* - ’(%’&$’

表 7 最大主应力及最大顺河向位移迭代过程
"#$%& 7 82&0#2*(. /0(9&,, (+ 23& 1#6*1:1 /0*.9*/#% ,20&,, #.) 23& %#0-&,2 )*,/%#9&1&.2 #%(.

!!!

- 0*;&0

迭代次数 !’!;= !:/; !,!>? !:/; !@!;= ! A! 迭代次数 !’!;= !:/; !,!>? !:/; !@!;= !!!

A!

& )%$*#" - ’,%+)## ’&%)*’$ ) (%,##( - ’(%’#)* ’’!! %+’+’
’ (%&&,$ - ’)%$)’( ’’%’"’) ( (%,’** - ’(%’’’" ’’!! %+#*,
# (%’"*" - ’(%&*$, ’’%(+’+ * (%,’&& - ’(%’&($ ’’!! %+’"$
, (%,&), - ’(%’#+& ’’%"(,* $ (%,&"* - ’(%’&() ’’%+’*’

4 结 论

#< 预条件共轭梯度算法用于结构重分析计算量小，实施方便；不需要形成和存储修改结构的劲度矩阵，
占用内存小 %

$< 以初始设计的劲度矩阵为预条件矩阵，用预条件共轭梯度算法进行结构重分析具有较高的精度和收
敛速度，即使设计变量有较大改变时也能很快收敛到精确解 %
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动态，书刊评介，科技简讯，水资源管理、评价、监测、优化配置，节水技术，水环境污染控制等方面的文章 =近
年来，重点关注与水有关的生态环境领域中的研究方向，新增设相关的基础研究、防治技术、城市水环境治理

等内容 =
主要读者对象：全国从事与水资源保护工作有关的工程技术人员、科研人员、管理干部以及大专院校的

师生 =
《水资源保护》邮发代号：LN!LBN，双月刊，N元 .期，全年 ON元，每逢单月 QR日出版 =可在全国各地邮局订
阅，也可直接与编辑部联系 =
编辑部地址：LARRBN 南京市西康路 A号 河海大学《水资源保护》编辑部
电话：（RLM）NQCN00OL
传真：（RLM）NQCN00OL
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