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连通图可迹的新充分条件
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摘要：为了研究连通图的圈性结构，可以考虑局部性质与整体结构之间的密切关系 !通过限定邻域
并和邻域交的条件，证明了定理：如果对满足 !! "（#）""（$）!!1 !的任意不相邻的顶点 #，$
有 "（#）#"（$）$% 1"1 !，则 & 是可迹的（其中!表示连通图 & 的独立数）；并根据结果给出连
通图可迹的一个平凡的充分条件，此充分条件作为定理的推论说明定理在某种意义下是最好可能的 !
关键词：连通图；234*567,；邻域并；邻域交；可迹
中图分类号：8!/&9/ 文献标识码：: 文章编号：!"""!!-%"（.""-）"$!"$’0!"$

本文只讨论有限简单图，文中未加定义的概念和记号可见文献［!］!总设 & 为图 !称 & 为 234*567,图，如
果 & 中存在 234*567,圈；称 & 为可迹的，如果 & 中存在 234*567,路 !连通图存在圈方面的结果有很多［.!0］，而
连通图可迹的充分条件却不是很多，已有的结果见文献［/!-］!
对 & 中任意顶点 ’，称 "（ ’）为 ’ 的邻域，(（ ’）; "（ ’）!如果 )，* 是图 & 的子图，记 "（ )）;

#
’%"（)）

"（ ’），"*（)）; "（)）"+（*），以!表示连通图的独立数 !

本文的主要结果如下：

定理 $ 如果 & 是连通图，且对满足 !! "（#）""（$）!!1 !的任意不相邻的顶点 #，$ 有 "（ #）#
"（$）$% 1"1 !，则 & 是可迹的 !此定理在某种意义下是最好可能的 !
取互不相交的完全图 ,.，,.，,!，,!，将其中一 ,!的顶点分别与其余 $个完全图的顶点连接，由此所得

的图记为 &- !对于图中的任意不相邻的 .个顶点 #，$ 都有 "（#）""（$） ; !，即满足 !! "（ #）""（ $）

!!1 !，同时容易验证 "（#）#"（$）$% 1"1 ! ; .，但是 &-不是可迹的 !
推论 设 & 是连通图，若对任意距离为 .的顶点 #，$ 满足 (（#）< (（$）$% 1"1 !，则 & 是可迹的 !

$ 基 本 引 理
在本节中，假设 & 是简单图 !设 . 是一个给定方向的圈，具有 / 个顶点，不妨记为 . ; #! #.⋯ #/#! !记

" <
./
（0）;｛#1 < !：#1%"./

（0）｝，" 1
./
（0）;｛#1 1 !：#1%"./

（0）｝及［#1，#2］;｛#1，#1 < !，⋯，#2］，其中下标模 / !

对于给定的 . 上的 .个顶点 3，4，分别以 .［3，4］和 . 1［3，4］记 . 上从 3 到 4 的路及反方向从 4 到 3
的路 !圈 . 称为极大圈，如果不存在圈 .&，使得 +（.） = +（.&），且 +（.）"+（.&）; +（.）!类似地，
有极大路的概念 !
总设 & 是连通非 234*567,图，. ; #! #.⋯#/#!是图 & 的一个极大圈，5 是满足 ".（5）$.的 & 1 . 的

一个分支 !下面的引理 !和引理 .可类似地由文献［-］中引理证明方法得到 !
引理 $ 设 & 是连通非 234*567,图，. ; #! #.⋯ #/#! 是图 & 的一个极大圈，5 是满足 ".（5）$. 的

& 1 . 的一个分支 !不妨设 #1，#2 是".（5）中 .个相异顶点，且 #" #1%6（&），则
%&｛#1 1 !，#1 < !，#2 1 !，#2 < !｝"".（5）;’，且 "（#1 < !）""& 1 .（#"）;’；
’& #1 < ! #2 < !(6（&）且 #1 1 ! #2 1 !(6（&）；
(& 如果存在顶点 #7%［#2 < .，#1］使得 #7#2 < !%6（&），则 #7 1 ! #1 < !(6（&），且 #7 1 !(".（5）；
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!" 如果存在顶点 !"!［!# ! "，!$ # "］使得 !"!$ ! $!%（&），则 !" ! $ !# ! $"%（&）；
#" ’（&）# ’（(）# ’（)）中不存在与顶点 !# ! $和 !$ ! $同时相邻的顶点 *
引理 $ 设 & 是 + 阶连通图，!是 & 的独立数 * ( % !$!"⋯!,!$是 &的一个极大圈，)是满足 -(（)）#"

的 & # ( 的一个分支 *不妨设 !#，!$!-(（)）且［ !# ! $，!$ # $］$-(（)）%% *令 !&! ’（)），!& !#! %（&），则
$& -（!# ! $）$-（!&）&!# $及 -（!# ! $）$-（!$ ! $）&!# $ *
引理 % 设 & 是 + 阶连通图，!是 & 的独立数 * ( % !$!"⋯!,!$是 & 的一个极大圈，)是满足 -(（)）#"

的 & # ( 的一个分支 *不妨设 !#，!$!-(（)）且［!# ! $，!$ # $］$-(（)）%% *令 !&!’（)），!& !#!%（&），则
&" -（!# ! $）’-（!&）&+ #（.（!$ ! $）# ｛!$ # $，!$｝）# ｛!# ! $，!&｝&+ # .（!$ ! $）；

’" .（!# ! $）! .（!&）&+ # $；

(" -（!# ! $）’-（!$ ! $）&+ # - !
(（!&） # -& # (（!&） # ｛!&｝&+ # .（!&）# $；

!" .（!# ! $）! .（!$ ! $）&+ # $ *
证明 断言 $：如果对 !/!［!$ ! "，!#］有 !/!$ ! $!%（&），则 !/ # $ !# ! $"%（&），!/ # $ !&"%（&）*这是引理

$ &的结论 *
断言 "：如果对 !/!［!# ! $，!$ # "］有 !/!$ ! $!%（&），则 !/ ! $ !# ! $"%（&），!/ ! $ !&"%（&）*根据引理 $ !和

引理 "的条件易得 *
断言 ’：如果 !$ # $ !$ ! $!%（&），则 !$!# ! $"%（&）*根据引理 $ (得到 *
&" 根据断言 $ 和断言 "，对 !$ ! $的任意邻点 0"｛!$ # $，!$｝，总能存在一个对应的顶点 1，使得

1"-（!# ! $）’-（!&）*因此， -（ !# ! $）’ -（ !&）& + #（ .（ !$ ! $）# ｛!$ # $，!$｝）# ｛!# ! $，!&｝& + #

.（!$ ! $）*

’" 由引理 $ &，有 -（!# ! $）$-& # (（!&）%%；由引理 $ (，有 -（!# ! $）$- !
(（!&）%%，于是 .（!# ! $）& + #

- !
(（!&） # -& # (（!&） # ｛!&｝&+ # .（!&）# $，从而 .（!# ! $）! .（!&）&+ # $ *

(" 因为 -（!# ! $）$-& # (（ !&）%%，-（ !$ ! $）$-& # (（ !&）%%，且 -（ !# ! $）$- !
(（!&）%%，-（ !$ ! $）$

- !
(（!&）%%，因此， -（!# ! $）’-（!$ ! $）&+ # - !

(（!&） # -& # (（!&） # ｛!&｝&+ # .（!&）# $ *

!" 由断言 $，"，’，对任意的顶点 0( !$，总存在一个顶点与 !$ ! $相邻，从而 .（ !# ! $）& + #（ .（ ! ! $）#
｛!$｝）# ｛! $ ! $｝ # ’（)），于是 .（!# ! $）! .（!$ ! $）&+ # $ *

$ 定理 )的证明
证明 用反证法 *假设 & 不存在 ()*+,-./路 *令 2：!$ !"⋯!,是 & 的一条最长路，则 2 不是 ()*+,-./路 *

设 ) 是 & # 2 的一个分支 *分以下几种情况讨论 *
&" -2（)）#" *连接 !$ !,，得到的新图为 &3，其任意顶点 1 的度记作 .3（ 1），其他符号也采用类似的

记法 *
由路 2 添加 !$ !, 得到的圈记作圈 (，则圈 ( 是 &3的最大圈，)3 % ) 是 &3 # ( 的一个分支，且

-(（)3）#" *不妨设 !#，!$!-(（)3），且 !& !#! %（&3），［ !# ! $，!$ # $］$-(（)3）% % *根据引理 "，得 $&
-3（!# ! $）$-3（!&）&!3 # $ *再由引理 ’，得 -3（ !# ! $）’ -3（ !&）& + #（ .3（ !$ ! $）# ｛!$ # $，!$｝）#
｛!# ! $，!&｝ *
事实上，!3&!*于是，$& -（ !# ! $）$ -（ !&）&!3 # $&! # $ *再由路 2 的最长性可得 !& !$，!& !,，

!$ !# ! $，!,!# ! $"%（&），从而， -（!# ! $）’-（!&）& -3（!# ! $）’-3（!&）& ’（&3） #（.3（ !$ ! $）# ｛!$ # $，

!$｝）# ｛!$，!&，!,，!# ! $｝ % + #（.（ !$ ! $）# ｛!$ # $，!$｝）# ｛!$，!&，!,，!# ! $｝& + # .（ !$ ! $）# "& + #

"# " *矛盾 *
’" -2（)） % $，且至少有 "个分支，记作 )$ % !&，)" % 1 *连接 !$ !,，!& 1，得到的新图为 &3，其任意顶

点 1 的度记作 .3（ 1），其他符号也采用类似的记法 *
由路 2 添加 !$ !, 得到的圈记作圈 (，则圈 ( 是 &3的最大圈，)3 % )$’)" 是 &3 # ( 的一个分支，且

-(（)3）#" *不妨设 !#，!$! -(（)3），且［ !# ! $，!$ # $］$ -(（)3）% % *根据引理 "，得 $& -3（ !# ! $）$
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!"（#$ ! "）!!" # " %根据引理 $!，有 !"（ #& ! "）"!"（ #$ ! "）! ’（("） # !")!（ #%） # !"( # )（ #%） #
｛#%｝!* # +"（#%）# " %
事实上，!"!!，于是，"! !"（#& ! "）#!"（#%）!!" # "!!# "，且 +"（#%）& +（#%）! " %
于是， !（#& ! "）" !（ #$ ! "）! !"（ #& ! "）" !"（ #$ ! "）! ’（ ("） # !")!（ #%） # !"( # )（ #%） #
｛#%｝!* # +"（#%）# " & * # +（#%）# ’!* #"# ’ %矛盾 %

!" !,（-） & "，且只有一个分支，即 - & #% %
不妨设 #% #&$.（(），且分别记 ,［#"，# &］与 ,［#& ! "，# /］为路 ,"与 ,’ %由于路的方向是预先给定的，所

以可以通过给定路 , 的方向使得路 ,"的长度尽可能长并且不小于路 ,’的长度 %于是，,［ #"，# &］#% 是一条
以 #"为起点以 #%为终点的极长路 %
由 !（#%） & "得"（(）& "，又 #& # " #%%.（(），且 "! !（#& # "）#!（#%）!!# "，于是根据定理的条件

得 +（#& # "）&* #"# ’ & * # $ %事实上，由路 , 的最长性和路 ," 的极长性，得 #& # " #/，#& # " #& ! "%.（(），于
是，+（#& # "）( * # $ %矛盾 %
定理证毕 %

参考文献：

［"］卜月华 )图论及其应用［*］)南京：东南大学出版社，’%%%)
［’］+,- +). /012 0/ 3456710/64/ 8698:61;［<］) .5 *413 *0/，"=>%，>?：@@)
［$］.AB+CDE- .)F0:9 ;:GG6862/1 80/H6160/; G09 E456710/64/ I94J3;［<］) K6;89212 *413，"=="，L=："=@!’%%)
［M］NE.BO P6Q76，-RDE-B -，P.A E0/IQS64/，21 47 ) T32 ;Q3456710/64/ 6/H2U［<］) K6;89212 *413，’%%L，$%L：M??=!M?L@)
［@］F.B O2/IQ3:4)B2V ;:GG6862/1 80/H6160/; G09 8W872; 6/ I94J3;［<］) < D05X6/ T3029W：R29 Y，"=LM，$?：’’"!’’?)
［>］FP.BK,AB -，<CBO E .，PA E40)E456710/6;5，H2I922 ;:5 4/H /26I3X09300H 6/129;28160/;［<］) K6;89212 *413，"=="，=%：M"!@’)
［?］ZC N32/IQ;32/I，NE.BO [:2Q90/I，NE+C [6/IQ32)E456710/6861W，/26I3X09300H 6/129;28160/ 4/H 132 J4916477W ;\:492 I94J3;［<］) K6;89212

*413，’%%’，’M’：’M@!’@M)
［L］张丽丽 )连通图可迹及几乎可迹的两个新充分条件［<］)南京师范大学学报：自然科学版，’%%’，’@（"）："!?)
［=］张丽丽 )图的 E456710/性的几个充分条件［K］)南京：南京师范大学，’%%’)

#$% &’(()!)$*+ !,*-)+),* (,. /01)*2 !,**$!+$- 2.034& 5$ +.0!$056$

789#: ;)<6)
（)011232 04 )0/56728 9*+ :*408/97&0* .*3&*228&*3，-0;9& <*&=28>&7?，!9*$&*3 ’"%%=L，);&*9）

95&+.0!+：A/ 09H29 10 ;1:HW 132 E456710/64/ 8W872; 0G 80//2812H I94J3;，132 9274160/;36J X21V22/ 132 70847 J90J291W 4/H
132 V3072 J90J291W 56I31 X2 80/;6H292H) Y4;2H 0/ 132 92;1968160/ 0G 132 80/H6160/; G09 132 /26I3X09300H :/60/ 4/H
/26I3X09300H 6/129;28160/，132 G0770V6/I 1320925 V4; J90]2/：6G ( 6; 80//2812H 4/H 132 49X61949W J469 0G /0/4HS482/1
]291682;（#，?），;:83 1341 "! !（#）# !（?） !! @ "，;416;G62; 132 80/H6160/ !（#）" !（?） & * @" @ "，
132/ ( 6; 194824X72（! ;14/H; G09 132 6/H2J2/H2/1 ;21; 0G (）) . ;:GG6862/1 80/H6160/ G09 132 80//2812H I94J3; V4;
J90J0;2H 48809H6/I 10 132 92;:71; ) T32 ;:GG6862/1 80/H6160/，132 6/G292/82 0G 132 1320925 6/H68412; 1341 132 4X0]2 1320925，
6; 132 50;1 J0;;6X72 6/ ;052 ;2/;2)

=$> %,.-&：80//2812H I94J3；E456710/；/26I3X09300H :/60/；/26I3X09300H 6/129;28160/；194824X6761W

>>$ 河 海 大 学 学 报（ 自 然 科 学 版 ） 第 $?卷




