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摘要：在超松弛预条件共轭梯度法（11234567）的基础上，提出了变初值的迭代方法 #该方法用前一
时间步的温度值作为下一时间步的初值，与原来方法相比，求解速度可提高 ! ( $左右 #采用该迭代
解法编制了温度场有限元程序，并对某碾压混凝土重力坝的瞬态温度场进行了仿真计算 #计算结果
表明，该方法具有很快的求解速度，."万自由度的温度场计算，求解 !次（!个时间步）只需 $! +#
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温度场的确定是大体积混凝土温控的先决条件 #为防止产生裂缝，大体积混凝土结构通常分层分块跳仓
浇筑，用有限元法进行其施工过程温度及温度应力仿真分析时，必须对各层分别划分单元网格 #如果要精确
考虑水管冷却效应，还需要在水管附近划分密集网格 #一般混凝土大坝 !""浇注层温控问题，划分精细网格，
结点总数约为 !/"万个［!］，计算规模巨大 #又由于早期混凝土的徐变度、水化热和弹性模量变化大，计算时间
步长不能取得太大，计算步数成百上千，而且每一时步都要重新求解有限元方程组，计算工作量十分庞大 #因
此，对温控仿真分析来讲，提高计算速度非常重要 #针对有限元方程组系数矩阵稀疏性的特点，采用预条件共
轭梯度法（567）进行迭代求解，可以降低迭代矩阵的条件数，提高迭代求解的稳定性和求解速度 #预条件矩
阵不同，便构成不同的预条件共轭梯度法 #最重要的方法是不完全 6;<=>+?@分解预条件共轭梯度法（A667）和
对称超松弛预条件共轭梯度法（11234567）# BC等［.!0］从不同角度证明了这些算法的收敛性和适用性；孙林
松等［’］将预条件共轭梯度法应用到拱坝有限元重分析中；张永杰等［&!%］在 A667方法的基础上，考虑到分解
因子中元素的实际大小，加上了对角元修正策略，使方程组求解能够快速准确地进行下去；林绍忠［-］对

11234567法中的松弛因子进行了研究，指出当松弛因子取 !D"时迭代速度最快，并编制了计算程序 #除了松
弛因子外，迭代初值的选取是 11234567法迭代速度和稳定性的另一关键因素 #本文在文献［-］研究的基础
上，研究了不同初值方案对迭代速度和稳定性的影响，提出了变初值的迭代方法，并基于该求解方法编制了

三维有限元温控仿真程序，计算了某重力坝施工全过程的温度场 #

$ 不稳定温度场计算原理
根据变分原理，三维不稳定温度场问题等价于下列泛函的极值问题：
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划分成有限个单元后，结构的总泛函 +（#）等于各单元泛函之和，单元的泛函为
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其中 #$ ! $-%
式中：-———比热容；%———密度；#———温度；(———时间；"———导温系数；$———混凝土表面放热系数；#———
绝热温升；#F———与混凝土接触介质的温度；"———结构的体区域；",———单元所包含的体区域；*———结构
的面区域；*,———单元放热表面的面区域 .
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单元内任一点的温度与温度变化率用插值函数表示为
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式中：!———形函数矩阵，! #［($ (% ⋯］；"’———单元结点温度列阵 )
将式（!）和式（"）代入式（%）后，由泛函的极值条件得不稳定温度场的求解方程
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式中：#———整体热传导矩阵；$———放热边界对热传导矩阵的贡献矩阵；%———整体热容矩阵；&———整体
温度荷载列阵 )它们分别由各单元系数矩阵集合而成 )
采用向后差分格式，由式（&）得到 %+ ’ $时刻结点温度 "+ ’ $的求解方程
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式中：!%———时间步长 )

! 预条件共轭梯度法
在某一时间步，方程（(）可以写成标准的线性代数方程组

’( & ) （)）
式中：’———+ 阶对称正定矩阵；(———列向量；)———右端列向量 )关于该方程组的解法，*+,-+.+,等［$/］提出
了共轭梯度算法（01）)这种解法虽然是求解 + 维联立一次方程组的迭代解法，但用有限的迭代次数（最多 +
次）即可得到精确解，因而引起人们的重视 )但是，计算机是以有限位数进行计算的，计算过程中舍入误差不
断介入，使共轭梯度法的正交性不再成立，有时会产生数值计算上与理论上的严重偏离 )预条件共轭梯度法
（201）是对共轭梯度法的改进解法，即先降低方程的条件数，然后再进行迭代计算 )
超松弛预条件共轭梯度法（33456201）利用对称逐步超松弛迭代法（3345法）的分裂矩阵作为预条件矩

阵，将矩阵 ’ 表达成’ # * 7 +8 7 +9
8，选取式（:）为矩阵 ’ 的一个近似 )
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式中：*———’ 的对角阵；+8———’ 的严格下三角矩阵；!———松弛因子，/ ;! ; % )而 , 具有 --9 形式，即

, # --9，其中 - #
（* 7!+8）* 7 $ -%

!（% 7!# ）
) 这样，可用方程

（- ,$’- ,9）（-9(）& - ,$) （<）
或 &. / 0 （$/）
代替方程（)）)其中 & & - ,$’- ,9 . & -9( 0 & - ,$) （$$）
由 ’ 的迭代近似表达式可得

& " - ,$（--9）- ,9 &（- ,$-）（-9- ,9）& 1
式中 1 为单位阵 )可见，预条件后 & 的谱条件数近似于条件数的最小值 )
现有的超松弛法预条件的标准迭代格式，往往还是要牺牲不小的计算量来实现刚度矩阵和预条件因子

内存的共用，本文采用的方法为改进的对称逐步超松弛迭代预条件共轭梯度法（33456201）［<］，该迭代格式
由于避免了系数矩阵和方向向量的乘积，比原迭代格式可省 :. = &/.的乘法运算 )

" 瞬态温度场的迭代初值
预条件共轭梯度法的初值 (/理论上是可以任意选取的，为了编程方便，通常取一个固定值，但如果所取

(/与方程的真解 ($很接近，则在迭代次数较少的情况下就能很快收敛于解向量，否则收敛速度就很慢，甚
至发散 )大体积混凝土结构在整个施工及运行过程中，由于混凝土水化热和外界气温的变化，温度场的变化
很大，如果取某一固定值为初值，该初值离真解就很远，迭代次数就多，收敛速度就慢 )在温控计算过程中，初
期由于温升较快，时间步长要取得较小 )总之，在温控计算中，%个时间步的温度分布要比较接近 )另外，为了
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保证计算精度，!个时间步的温差也不能太大 !因此，在温控计算过程中，取前一时间步的温度值作为下一时
步温度场解的初值，可以达到最快的收敛速度 !

! 算 例

! !" 算例 "
某碾压混凝土重力坝坝顶长 "!#$%，最大坝高 "#&%’取溢流坝段进行温控计算 ’混凝土浇筑温度为 "()，

浇筑层厚 "*#%左右，间歇期为 (+，假设 ,+拆模 ’从 !$$-年 (月 "日开始浇筑施工，不采取其他温控措施，环境
温度参数按工程所在地实际资料选取 ’有限元网格如图 "所示，共有 ,#$$个单元、#-$$个结点 ’
从表 "可见，不管初值如何取法迭代都是收敛的，说明预条件共轭梯度法解法对温度场有限元是稳定收

敛的 ’但迭代初值对迭代速度有较大的影响，变初值（用前时间步的温度作为初值）效果最好，比固定初值取
法迭代次数减少 " . /左右 ’另外，该解法求解速度很快，全部施工过程的温度场计算时间只需,*!#%01（计算
次数为 ,!,次）’

图 " 温度场有限元网格
#$%& " #$’$() )*)+)’( +),-), ./ ()+0)12(31) /$)*4,

表 " 温度场不同初值对迭代收敛的影响
526*) " 7’/*3)’8) ./ 4$//)1)’( $’$($2* 92*3),
./ ()+0)12(31) /$)*4, .’ $()12($9) 8.’9)1%)’8)

初值取法
平均迭代

次数

总计算

时间 . %01
初始温度 $) "( -*##
初始温度 !$) "# -*$#
变初值 "$ ,*!#

图 : 水管冷却温度场等值线
#$%& : ;.’(.31, ./ ()+0)12(31) /$)*4, ./ 8..*$’% 0$0),

表 : 规整网格温度场初值对迭代收敛的影响
526*) : 7’/*3)’8) ./ $’$($2* 92*3), ./ 3’$/.1+
+),- ()+0)12(31) /$)*4, .’ $()12($9) 8.’9)1%)’8)

初值取法
平均迭代

次数

单次计算

时间 . 2

初始温度 $) "& /-

初始温度 !$) "( //

前时间步的温度 "- /"

! ’: 算例 :
某混凝土浇筑块长 ,$%，宽 "$%，分 /层浇筑，浇筑层厚!%，间歇期为 / +’每一层中心埋有 #根塑料冷却

水管，直径!*# 3%，壁厚 $*! 3%，导热系数为 "*-- 45 .（%·6·)）’浇筑层顶面和钢管共同散热，四周及底面为绝
热 ’外界气温为 !$)，混凝土浇筑温度为 "( )，冷却水温度为 "$)，冷却水流量为!"*-%/ . +，冷却时间为 "#+，
水的比热容为 ,*"7( 45 .（48·)）’混凝土导热系数为 &*$ 45 .（%·6·)），导温系数为 $*$$,"7%! . 6’绝热温升!9

!"*--（" : ;: $*,&!
$*-#
）’水管冷却效应计算采用笔者提出的无需在水管附近划分密集网格的方法 ’为了测试计

算的收敛性和计算效率，把该浇筑块剖分成 "7&"7&个空间六面体单元，共有 !$万个结点 ’
从表 !可见，该方法求解速度非常快，!$万表自由度问题求解 "次只需 /"2’该例迭代初值对迭代速度的

影响不大，因为该例网格各单元的形状和尺寸完全相同，方程组矩阵的系数基本相同，矩阵的条件数很小，形

态良好 ’实际工程有限元网格单元大小差别较大，初值对迭代速度的影响是比较大的，用迭代法求解时，网格
越均匀，求解速度越快，稳定性越好 ’
图 !是考虑水管冷却作用 "! +后的温度场分布 ’由图 !可知，水管附近等值线密集，温度变化很大，温度
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分布规律与实际情况相符，水管冷却效果非常明显，最高温度为 !"#$%&，比没有水管冷却时减小了近 "& ’

! 结 论

超松弛预条件共轭梯度法具有很快的求解速度，!%万自由度温度场计算，求解 (次只需 )(*’对瞬态温
度场来讲，不管初值如何选取都能得到收敛解答，说明该解法对温度场问题具有稳定收敛性 ’但对于实际工
程的温控问题，初值对求解速度有很大的影响，选前一时间步的温度值作为初值可以达到最快的收敛速度，

求解速度比固定初值方法要快 ( + )左右 ’
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