
!"#：!" #$%&’ ( ) # *++, #!"""!!-%" #.""- #"/ #"!%

收稿日期：.""%!"%!!!
基金项目：水利部科技创新项目（012.""$!"$）

作者简介：何杰（!-&-—），男，河南焦作人，博士研究生，主要从事河口海岸工程研究 #

浅水方程 $%&型格式的平衡性
何 杰!，.，徐志扬!，$，辛文杰!，.

（!#南京水利科学研究院河流海岸研究所，江苏 南京 .!""./；
.#南京水利科学研究院水文水资源与水利工程科学国家重点实验室，江苏 南京 .!""./；

$#苏州市环境监测中心站，江苏 苏州 .!3""/）

摘要：采用类似对流项特征向量分解形式分裂底坡源项，证明了浅水方程中底坡源项和压力项的

平衡性，有效避免了多变地形下伪流现象的产生 #运用该模式对水下地形多变、岛屿星罗棋布的浙
江省温岭龙门海域进行了潮流运动模拟，模拟计算结果与水文测验数据拟合程度较好 #
关键词：456格式；浅水方程；平衡性；伪流
中图分类号：78!$!9. 文献标识码：: 文章编号：!"""!!-%"（.""-）"/!"/3"!"&

计算浅水动力学从 ."世纪 ’"年代兴起以来，出现了有限差分法、有限元法和有限体积法等数值离散方
法 #有限体积法是一种结合有限元法改进的有限差分法，通过对每一个控制体积的积分达到严格满足物理量
守恒的要求 #计算网格剖分方面所采用的有矩形网格、变步长网格、贴体坐标网格以及无结构的三角形网格
和不规则四边形网格等，无结构网格在计算水域边界拟合方面可以较真实地反映出水域边界的形状和尺寸 #
结合数值离散格式和计算网格剖分特点，基于无结构网格的有限体积法在浅水流动数值模拟方面具有非常

好的发展前景 #
在基于无结构网格离散计算区域采用有限体积法求解浅水方程的过程中，数值通量计算非常关键 #求解

数值通量的格式有多种，456格式是常用的一种［!］# 456格式利用左右函数的常数态构造常数矩阵，可以将非
线性问题转换为线性问题 #在求解浅水方程的过程中，经常会出现伪流即静水的虚假流动现象，其根本原因
在于压力项与底坡源项的不平衡 #一些学者对此问题进行了研究，提出了一系列解决方法 # 45;6<+［.］通过平衡
量的方法修正浅水方程，在不改变系数矩阵的情况下求解浅水方程 # =>??@<A等［$!3］通过分裂底坡源项的方法
保证压力项和底坡源项的平衡性 #B5C@DD@A*@,［’］通过全水深和静水深的变化来替代底坡源项的变化，证明
了压力项与底坡源项的平衡性 #潘存鸿等［&!-］在该类问题的处理方式上借鉴了国外学者的一些做法，使得模
型计算时效性有所提高 #本文利用 456格式求解浅水方程，参照对流项特征向量分裂形式对底坡源项进行分
裂，对浅水方程的平衡性进行了证明，并通过水槽数值模拟和具体工程实例对模型进行了验证 #

’ 控 制 方 程
在平面尺度远大于垂直尺度的情况下，可用平面二维浅水方程描述计算水域的水流运动 !若不考虑水流

紊动扩散因素、水面风力和科氏力影响，则水流控制方程可表示为

!!
!" #!"（!）!$ #!#（!）!% & $（$，%，!） （!）

其中 ! &（’，(’，)’）7 " &（(’，(.’ # *’. + .，()’）7

# &（ )’，()’，).’ # *’. + .）7 $ % $" # $ E &（"，,"$ # , E$，,"% # , E%）
7

式中：!———守恒量向量；"，#———通量向量；$———源向量；(（ $，%，"），)（ $，%，"）———$，% 方向的流速分
量；’———实际水深（’ F - G!，- 为平均水平面下水深，!为水面波动）；*———重力加速度；,"$，,"%———$，%
方向的倾斜效应项即底坡源项（,"$ F H *’!.? +!$，,"% F H *’!.? +!%，.? 为河床底面高程）；, E$，, E%———$，%
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图 ! 水深相关量
"#$% ! &’()#*+, -+*./0)
01,+.12 3#.’ 3+.10 214.’

方向的底摩擦效应项（5 !! " # "#$$ $$ % %! $

&& ’’ ，( !) " # "#$ % $$ % %! $

&& ’’ ，# 为曼宁系

数）*水深相关量如图 &所示 *

6 数 值 求 解
为了便于计算，统一采用三角形单元对计算区域进行离散，并将单一的网格单

元作为控制元，物理变量配置在每个单元的中心 *令 ! "（"，#），则式（&）转换为
$+ ,

!

·! % & （$）
对式（$）在计算域内进行积分，利用 ()**+公式将面积分化为线积分，可得

"
"+#!$," ,$""

（-·#）, . /#!&," （’）

第 0 个单元积分结果可表示为

"$0

"+ 10 ,$""0

（!·#）, . /#"0

&,"0 （-）

图 6 左右单元关系
"#$% 6 71,+.#/8)’#4 91.3118

,1-. +82 0#$’. 1,1:18.)

式中：10———第 0 个单元的面积；.———三角形的边长，对应三角形有$""0

（!·

#）, . %&
’

2 / &
（!2·#2）.2 *

求解该单元某边（如图 $中单元 0 和 3 的交界边 .，.和 /分别表示边 . 两
侧）通过的数值通量时可采用 .*0型格式，计算形式如下［&1］：

!·# / &
$［（!·#）. ,（!·#）/ 4 ’#（$. 4 $/）］ （2）

数值通量（!·#）的 345067+矩阵为

’# /"（!·#）
"$ /"""$

#! ,"#"$
#)

矩阵形式为 ( /"（!·#）
"$ /

1 #! #)

（’5$ 4($$）#! 4($’%#) $($#! ,’%#) ($#)

4($’%#! ,（’5$ 4($$）#) ’%#! ($#! , $’%#









)

矩阵中的($，’% 和’5 采用质量加权平均方法进行计算［&&］，即

($ /
$. &! . , $/ &! /

&! . , &! /
’% /

%. &! . , %/ &! /

&! . , &! /
’5 /

"（&. , &/）! $

矩阵 ( 的特征值为 #& "($#! %’%#) %’5 #$ "($#! %’%#) #’ "($#! %’%#) #’5
对应的特征向量为 )& "（&，($ %’5#!，’% %’5#)）

8 )$ "（1，#’5#)，’5#!）
8 )’ "（&，($ #’5#!，’% #’5#)）

8

采用特征值和特征向量来表示，即

’#（$. 4 $/）/ &
’

2 / &
$2#2 )2

其中对应系数分别为

$&，’ / !&
$ 6 &

$’5
［!（&$）#! ,!（&%）#) 4（($#! ,’%#)）!&］

$$ / &
’5
（［!（&%）4’%!&］#! 4［!（&$）4($!&］#)）

这里的!（·）"（·）. #（·）/ *
有了上述的解算子，对于一般的二维浅水方程的数值解，就可以采用上述数值通量方法，通过求解每一

个时间层的 .7*94++问题列，得到 .0*型的数值流向量求解格式

（!·#）./ / &
$ !.·# , !/·# 4&

’

2 / &
$2#2 )[ ]2 （:）
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! 源 项 处 理

! !" 方程不平衡性
源项包括底坡源项和河床底部摩擦力项 !在 !"#格式求解浅水方程的过程中，底坡源项的处理非常重

要 $造成浅水方程不守恒的原因如图 %所示 $图 %（&）与（’）的区别在于水体最初处于静止状态时，在不施加任
何外力的情况下，底部没有摩擦力，表面也没有压力变化或风应力等表面切应力，图 %（&）中的水体可以一直
保持静止状态，而图 %（’）中的水体在重力作用下将无法保持静止状态 !有限体积法在计算过程中无法分辨
水位差是存在于底部还是存在于表面，将会导致模拟底部地形多变的静止水体时水体产生虚假流动 !实例证
明，有限体积法适用于平底或一致斜坡的情况，但在模拟多变地形的浅水流动时会产生错误［()］!因为有限体
积法在将方程写成守恒型方程组时，把表面梯度项人为地分成通量梯度项和底坡源项，以 " 方向为例，

#$!!
!" * !

!"
(
) #$( )) + #$%,"，所以数值求解过程中会出现不平衡问题 !

图 ! #种不同水面的初始状态

$%&’ ! ()* +%,-. */ *0%&%,12 )1340 24542.

如图 %（&）所示，多变地形情况下，水体一直处于静止状态，此时"* & * ’ * , !为了模拟这一情况，利用

!"#型有限体积法对浅水波方程进行数值模拟，通过第 ( 单元第 ) 边的数值通量用式（-）表示 !其中：

"
%

* + (
#*$* !* +#( $(（(，#& ,$-."，$’ ,$-./）

. ,#) $)（,，0$-./，$-."）
. ,#% $%（(，#& 0$-."，$’ 0$-./）

. +

!$
)$-（(，$-."，$-./）

. , ,·,（,，0$-./，$-."）
. ,!$

)$-（(，0$-."，0$-./）
. +（!$$-，,，,）.

因而 （"·.）() + (
)

,

#$)/ ." 1 )

#$)/ ./ 1











)

,

,

#$)! ." 1 )

#$)! ./ 1











)

0
!$$-






















,
,

+

0（$! 0 $/）$- 1 )

#."（$)/ , $)!）1[ ]) 1 )

#./（$)/ , $)!）1[ ]) 1











)

简化方程组，在第 (个方程中将出现 0（$! 0 $/）·$- 1 ) * ,，而在多变地形情况下一般 $/% $!，从而导致在模

拟静止水体时产生了虚假流动 !因此，为了使 123能正确应用到多变地形浅水流的数值模拟中，必须对压力

项和底坡源项进行平衡处理 !

! !# 处理方法
为了保证底坡项和压力项的平衡，将底坡源项改写成［%］（2 表示静水深）

#, +（,，%,"，%,/）. +（,，0 #$!
3’
!"，0 #$!

3’
!/）

. +

（,，#$!2
!"，#$

!2
!/）

. +（,，#$，,）.

!

（2，,）,（,，,，#$）.

!

（,，2）

对底坡源项在三角单元各边进行积分，可得

#() +

,
##$!2."

##$!2.









/

)()
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其中：!! !
!" # !$

% ；!" ! "" & "$ #参照对流项特征矩阵分解格式，令三角单元的每条边

’
$!!!"%&

$!!!"%









’

( "
(

) ( )
!)!)

系数表达式为

!) ( )
%#*!" !% ( ’ !( ( + )

%#*!"

证明如下：

"
(

) ( )
!)!) (!) ,) -!% ,% -!( ,( ( )

%#*!"（)，!. -#*%&，#/ -#*%’）
* - ’（’，+#*%’，#*%&）

* +

)
%#*!"（)，!. +#*%&，#/ +#*%’）

* (（’，#*%!"%&，#*%!"%’）
* (

（’，$（!" - !$）0 %!"%&，$（!" - !$）0 %!"%’）
* (（’，$!!!"%&，$!!!"%’）

*

对其采用迎风格式处理平衡界面通量［))］：

"12 ( "
(

) ( )

)
%［) + +,-.（")）］!)!)213

式中 +,-.（&）为符号函数 #
下面对静水（#! . ! / ! ’）情况下，"/0型浅水方程的守恒性进行证明 #动量方程的守恒性从以上推导可

得到证明，只需证明连续方程的守恒性即可 #连续方程的源项表示为

"12 ("
(

) ( )

)
%［) + +,-.（")）］!)!) ( )

%［) + +,-.（")）］!) ,) - )
%［) + +,-.（"%）］!% ,% - )

%［) + +,-.（"(）］!( ,( (

)
%（) + )）)%#*!") - )

%（) + )）’·’ - )
%［) +（+ )）］ + )

%#*!( )" ) ( + )
%#*!"

对连续方程，有

!%-)
1 + !%

1

!4 ( + )
51"

(

) ( )
［（#·%）12 + "12］2) (

+ )
51"

(

) ( )
+ )

%#*!! + + )
%#*!( )[ ]" 2) ( + )

51"
(

) ( )

)
%#*（!" +!![ ]） 2)

在静水情况下 !! ( !"

因此
!%-)

1 + !%
1

!4 $ ’

底部摩阻项不含偏微分项，可以直接求解 #将计算区域用三角形单元进行剖分，对每个三角单元采用上
述方式计算对流项、底坡源项，结合求解水域的初始条件和边界条件，最终计算形式可表示［)%］

$%-)
1 ( $%

1 +!4
5 [

1 "
(

) ( )
（#·% + "’）)2 ]) %

1
-!4（"6）

%
1 （1）

! #! 动边界处理
在进行潮汐河口潮流模拟时，涨落潮过程中计算水域范围是不断变化的 #动边界处理的方法主要有 %

类：一类为变网格法；另一类为固定网格法 #变网格法处理非常复杂，计算量大，因而采用的较少 #固定网格法
处理动边界的方法有多种，常用处理方法有窄缝法、冻结法和最小水深假设法等 #本文采用 230,-4等［)(］提出
的限制水深的方法来处理动边界问题 #
限制水深法处理动边界时，把网格分为干、湿和半干 (类［)5］：（6）干网格 #在 % 时刻，若网格水深 " 7 ")，

相邻单元的水深也小于 ")，则没有流量和动量通过该公共边 #如果所有相邻单元水深都小于 ")，则该单元为

干单元 #通常限制水深 ")可以取为 ’8’’’)9 #（:）半干网格 #在 % 时刻，若 ") 7 " 7 "%，相邻单元的水深小于

"%，则在相邻界面上只有流量通量而没有动量通量 #通常限制水深 "%可以取为 ’8’’’;9 #（<）湿网格 #在 % 时
刻，网格水深 " = "% #
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! 计 算 实 例

! !" 水槽计算实例
静水算例用来检验计算格式的和谐性，即数值离散后方程的平衡性 !依照参考文献［!"!!#］，计算域为正

方形，$!"!!和 $!#!!，底高程 $%（"，#）分布见图 &，表达式为
$%（"，#）% $’"()*｛& "$［（" & $’"）+ ’（# & $’"）+］｝

初始条件为静水，即流速 ( , ) , $，水位 * , !’$- !计算网格分别为 "$ . "$，!$$ . !$$和 +$$ . +$$ !计算过程
中整个计算域水位始终为 * , !’$-，# , $’"-剖面处的计算值与实测值的对比如图 "所示 !由于每个计算步
长水位变化为 $，因此本方法最终的计算结果不存在累计误差 !

图 ! 水槽底部高程示意图
#$%& ! ’())(* +,$%+) (- -./*,

图 0 计算值与实际值的对比
#$%& 0 1(*234$5(6 7,)8,,6 93.9/.3),: 36: 39)/3. ;3./,5

! !< 温岭龙门海区潮流运动模拟
温岭龙门海域位于浙江中部沿海的椒江河口南侧 /台州湾南部岛屿众多，多个岛屿连接形成岛链，积谷

洋则由众多岛屿形成的岛链包围而成 /积谷洋湾内水深较浅，西边有龙门岛、直大山和炮头山，北边有南港山
和九门洞岛，东有南、北沙 岛，南有斜头岛等岛屿，规划的温岭港区就选址在积谷洋海湾内（图 #）/该工程
海区岛屿众多，采用矩形网格或贴体坐标网格很难对该水域边界和岛屿进行拟合，而采用三角形网格可以达

到很好的拟合效果，剖分效果见图 0 /

图 = 积谷洋形势图
#$%& = >(5$)$(6 (- ?$%/ ’3@

图 A 工程海域网格剖分效果
#$%& A B4$:5 -(4 ,6%$6,,4$6% 5,3 34,3

根据港区前期建设规划研究需要，长江下游水文水资源勘测局对该工程海域进行了 1站潮位和 0条水
文垂线的夏季大潮水文观测［!0］/采用上述计算模式对本次水文观测进行了潮位和流速的验证，部分验证结
果见图 2（详情可见参考文献［!2］），并对该海域的涨落潮潮流进行了模拟 /为增加流态分布的均匀和美观
性，这里对计算结果进行了网格点流速的加权处理 /从图 3模拟的平面流态图中可以看出：落潮时，外海主流
为东南向，大港湾的退潮水流先往东流，在湾口处与外海潮流混合后转向东南；积谷洋湾内的水流由东口门

（横礁—竹屿，下同）和东南口门（小斜头岛—对面山，下同）下泄，其中东南口门处流速明显较大，为潮流主要

通道；东口门落潮水流与大港湾下泄水流汇合后受鬼屿岛和积谷山岛的约束由北向南流动，再与东南口门落

&"& 河 海 大 学 学 报（ 自 然 科 学 版 ） 第 10卷



潮流汇合后一并往东南流 !涨潮时，外海主流呈 "#向，潮流由东口门和东南口门进入积谷洋，近海潮流受岛
屿约束则由南向北流动 !

图 ! 潮位、流速过程验证
"#$% ! &’(#)’*#+, +- .’*/0 (/1/(2 ’,) -(+. 1/(+3#*#/2

图 4 工程海域涨落潮平面流态
"#$% 4 "(+. 5’**/0,2 +- -(++) ’,) /66 *#)/2 #, /,$#,//0#,$ 2/’ ’0/’

$$%第 %期 何 杰，等 浅水方程 &’(型格式的平衡性



! 结 论

针对复杂计算域和地形，本文采用基于无结构网格的有限体积法，以 !"# 格式的近似 !$#%&’’解求解单
元边界上的数值通量，底坡源项采用类似对流项特征向量分解形式离散，克服了简单处理底坡源项出现的方

程不平衡问题，有效避免了静水虚假流动现象的产生，水槽数值试验计算结果与实际情况相符 (河口海湾水
域岸线曲折、岛屿众多，采用无结构的三角形网格可以较好地对岸线和岛屿进行拟合 (对温岭龙门海域的潮
流运动的模拟结果表明，潮位和流速计算结果与实测水文数据拟合较好，本文计算模式可用于实际工程潮流

运动的数值模拟 (
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