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一类半线性椭圆边值问题的多解性
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摘要：利用临界点以及拓扑度理论讨论了一类半线性椭圆型方程边值问题的多解性，得到了适当

条件下存在 $个解的结论 #
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关于经典的微分方程解的存在性，已有一套比较经典的理论 #近 ."年来，出现了很多利用临界点的拓扑
性质对方程解的个数进行估计的研究 #比如文献［!］研究了椭圆共振问题的多解性质 #本文将要讨论一般的
二阶椭圆型算子对应的共振问题，考虑半线性椭圆边值问题
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非平凡解的多重性 #这里"是 $’ 中有界光滑区域 (基本条件与记号：! 是二阶椭圆型算子，!"（&）%

)#
’

*，+ % !

"
"&*

,*+
""
"&( )

+
，& !" ( 设系数矩阵 ! =（ ,*+）’ > ’是对称阵，,*+是连续可微函数，并且满足一致性条件

#
*，+

,*+#*#+ $ -#
.，%& !"，#! $’ (!+ 是边值问题

!" #!" % " （& !"）
" % " （& !""

{ ）
（.）

的特征值，且满足 " ?!!&!.&⋯ ( $（#）是一个 @282AB4:3:8C函数，$（"）= "，满足
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定理 ! 如果 $/（"）I "成立，或者(0$.，使得!0 ?!! J $/（"）?!0 J !成立，并且 $ 满足文献［.］中的
（11）型条件，则问题（!）至少有 .个非平凡解 (
采用文献［.］的证明方法，将 12HD2K4算子换成一般的椭圆型算子 (先利用鞍点定理证明此问题存在一个

临界点 (由文献［$］的证明方法可知，此问题满足鞍点定理的临界点，也满足山路引理 (利用文献［/!0］的结
论，讨论临界点 9:8+4指标以及拓扑度就可以得到另外 .个非平凡临界点 (文献［’］还将文献［.］中 12HD2K4问
题推广到了无界区域 (

% 鞍 点 定 理
考虑边值问题
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这里 $（&，#）是一个 @282AB4:3:8C实值函数，满足
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$（&）是一个有界可测函数，并且$（&）?!. L!! 在" 的一个正测度子集上成立 (问题（/）的解等价于泛函
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引理 " 假设 ) 满足式（<）和（11）条件，则 ! 满足（=(）条件［>"?］+

证明 设 2："!
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应用鞍点定理证明 ! 有临界点，还需应用下面 $个引理 +
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引理 ! 若 ! 满足（!!）条件，则有 "（#）$ %!!&（’，#）"’ "% #，###" #，# $ ( )

证明 利用（!!）条件容易验证：%"，* + $，使得!!!（’，#）#"’&"###，’#$ (，###& * )对于

给定的 # $ (，### $ %，由于 &（’，#） $!#$ &（’，,）" ,，故!!&（’，,#）"’ $!!&（’，*#）"’ -
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引理 " 设 ! 满足条件（&），则 " 在 / 上是强制的 )

证明 定义泛函$：/ " *，$（ 0）$ # 0#’ %!!（%% -&（’））0’"’ )显然$是连续的，凸的 )由此可知$
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定理 ! 设 ! 是一个 *+,+-./0"0,1函数，满足条件（&）和（!!）条件，则问题（)）至少有一个解 )
证明 由引理 % 2 (可知 " 满足鞍点定理（文献［3］定理 )45）条件，故 " 有一个临界点 #$ )事实上，令 8$ 6
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! 多 解 性
下面给出问题（%）非平凡解的多重性结论 )
定理 #的证明 由定理 ’可知 " 有一个山路型的临界点 #$，令 :$ 6 "（#$）)利用式（5）可得
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应的特征函数，则对于’$+ 0$ =有 ";（$）（ 0，0）)（%’ %（%% - !2（$）））!!0’"’ 3 $ )因为 <& ’，所以 ";（$）

至少有 ’个负特征值 )因此 $的 >0,?/指标至少为 ’ )如果 #$是 "对应于 :$唯一的临界点，且 #$是非退化的，
则由文献［(］中的定理 )4’可知 #$的>0,?/指标必定是 % )因此 "必有一个临界点#$$ " %%（ :$），#$+ $ )下面
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证明 ! 还有另一个不同于 !，"!的临界点 #

定义连续映射 $：%"
!（!）! %"

!（!）为〈$"，&〉’"!（""" ( )（"））&#*，# & $ %"
!（!），这里〈·，·〉是
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!（!）的内积，则 $是紧的，并且 ! +（"）& ’〈"，&〉,〈$"，&〉，即 ! + ’ - , $ #类似地，可以定义另一个映射
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显然问题（""）是问题（"）,（"!）的同伦问题 #由 ’%-./0(12.3#%-度的同伦不变性，可知只需要验证问题（""）的
解有先验估计不依赖于参数 3，即可说明对于足够大的 0，有 #%&’(（ - + $，/0，!）) #%&’(（ - + .，/0，!）#令 5：

4$（!）!%"
!（!）是算子 + 4 + "" *#( )$ ：%
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!（!）! 4$（!）的有界逆算子 #因此 " 是问题（""）对应于 3 的解当

且仅当 " + (35 )（"）+#$ )" ) ! #显然，如果 &$ 4$（!）是 " + (3 )（5&）+#$ )5& ) !的一个解，则 5& ) " 是前

式的一个解 #又因为 5 是有界算子，作为文献［"!］中定理 " 证明中先验估计的特例，可知此式的解是有界
的［""］#因此%0，使得问题（""）的解 "$/0 +(/0 #由此可知 #%&’(（ - + $，/0，!）) + " #
另一方面，! + ) - + $ 在 !点的局部度数可以通过计算 - + $+（!）在 !点附近（比如 /$，$足够小）的 ’(

度得到 #这里 $+（"）定义为〈$+（"）1，&〉’"!（"" ( )+（"））1&#*，#"，&，1$ %"
!（!）#因此可得 45#%6’(（ - ,

$，!）’ 789
$!!

#%&（ - , $+（!），/$，!）#反设 !和 "!是 !仅有的临界点，则 "!是 !的孤立临界点，由文献［:］的结

果可知 45#%6’(（ - , $，"!）’ , " #如果对于足够大的 0 6 !使得 "!$ /0，由 ’(度的性质可知 #%&’(（ - , $，
/0，!）’ 45#%6’(（ - , $，!）( 45#%6’(（ - , $，"!）#所以 45#%6’(（ - , $，!）’ ! #下面利用此式来导出矛盾 #容易

验证，%"$ !"，1 & !使得 $+（!）1 ’"1 当且仅当
"" ( )+（!）

"
是问题（$）的特征值 #如果 )+（!）7 !，由

"" ( )+（!）
" ’"2 推出" 7 " #因此 $+（!）所有特征值都严格小于 " #由 ’(度性质可知 45#%6’(（ - , $，!）’

（, "）! ’ " # 如果%8) $使得"8 7"" ( )+（!）7"8("，则" ’"" ( )+（!）
"2

6 "，2’ 8 # $+（!）有 8个特

征值大于 "，因此 45#%6’(（ - , $，!）’（, "）8 & ! #无论哪一种情况，都与 45#%6’(（ - , $，!）’ !矛盾！证毕 #
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《水利经济》征订启事

中国科技核心期刊 全国水利系统优秀期刊 全国农业系统优秀期刊

（邮发代号 32!3K3，?VG3!HHPK ^ E，双月刊）

《水利经济》是由河海大学与中国水利经济研究会共同主办的以技术性为主、兼顾学术性和管理性的科

技期刊 +《水利经济》HI2G年创刊，是全国唯一的水利经济研究方面的专业性期刊 +
主要刊登内容：水利经济学理论；水利工程建设中的经济效益、社会效益和环境效益评价与分析，水利工

程经济评价和财务评价，以及水利工程资本运作与费用分摊研究；水利工程管理研究，以及水利事业和水利

建设的管理体制改革研究；水库移民经济研究；农业经济研究；生态与环境经济研究，生态建设领域中的水资

源可持续发展研究等 +
主要读者对象：从事水利经济、水利水电技术、经济管理、生态、环境、农业经济及管理工作的有关工程技

术人员、科研人员、管理人员以及高等院校师生 +
订阅办法：读者可通过邮局订阅，也可直接向编辑部订阅 +每期定价 P元，全年 P期共计 GP元 +
编辑部地址：3HOOI2 南京市西康路 H号 河海大学《水利经济》编辑部
联系电话（传真）：O3K!2GT2PGKO
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HI!第 !期 蔡宏睿，等 一类半线性椭圆边值问题的多解性




