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摘要：针对理想弹塑性材料平压头压痕问题，对荷载 位移关系曲线进行了理论分析，推导出分别

对应材料不同塑性发展阶段阈值的 .个压力特征值点，并利用有限元方法对压痕试验过程进行了
数值模拟，验证了这 .个压力特征值点和卸载曲线斜率的理论计算公式 #以线性强化弹塑性材料为
例，着重分析了压痕试验荷载 位移曲线对塑性参数的敏感性 #结果表明，可以通过压痕试验来确定
材料的弹塑性参数 #
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中图分类号：0$//#$ 文献标识码：1 文章编号：!"""!!-%"（.""-）"’!"’’-!"’

仪器化的压痕试验是在硬度试验基础上迅速发展起来的一种测量材料力学特性参数的方法 #相对于传
统的室内力学试验，如单压试验、单拉试验、三轴压缩试验，压痕试验过程短，操作简单方便，对材料试样制备

要求低，因此，压痕试验在很多材料如金属、陶瓷、高聚物等材料上得到了广泛应用，应用尺度也已经从毫米

级逐步发展到微米级（微痕试验）乃至纳米级（纳痕试验）#压痕试验也被应用到一些地质材料如岩石的弹塑
性参数的确定［!］#压痕试验的原理很简单，在试验过程中，压头被逐渐压入到试样中，通过记录不同时刻的试
验力（荷载）和压痕深度（位移）之间的关系，可以推求一系列试样材料的力学特性，如硬度、弹性模量、屈服极

限、弹性变形功以及和蠕变、松弛、损伤等有关的力学参数 #仪器化的压痕试验可采用平底圆柱形、金字塔形
（234567*89和 :*8534+ .种）、圆锥形、球形等不同形状的压头 #对于不同类型的压头，试验得到的荷载和压痕深
度之间的关系也不尽相同 #
对压痕试验方法进行理论和应用研究的文献众多，大体可以分为 $类：（;）从理论上推导如何利用压痕

试验方法得到材料的宏观力学参数，大多数的理论研究基于弹性力学问题求解［!!/］；（<）在理论研究的基础
上，研究压痕试验在各种传统材料和新材料上的应用，对试验方法进行改进，研究试验过程材料的变形破坏

规律［=!-］；（8）利用近些年来发展起来的数值计算方法，如有限元方法、边界元方法等对压痕试验过程进行模
拟，验证理论推导的结果，并与试验结果进行对比，通过反分析的方法确定材料的力学参数［!"!!$］#
目前，大多数对于平压头压痕试验的理论研究建立在弹性力学问题的基础上，而对于一些比较复杂的问

题如塑性力学、流变力学、损伤力学的问题求解，则大多无法给出解析的解答，通常利用一些数值计算方法进

行分析 #本文针对理想弹塑性材料的压痕问题，在前人工作的基础上，理论推导出荷载 位移曲线的 .个特征
点，并利用法国巴黎高等矿业学院开发的有限元程序［!/］对理想弹塑性材料平压头压痕试验过程进行了模

图 $ 平底圆柱形压头的微痕试验
%&’( $ )&*+,-&./0.121&,. 10313 43&.’

*56&./+&*26 7621-0./0/ &./0.10+

拟，将理论结果和模拟结果进行了对比，验证了这 .个特征点的存在，
同时对线性强化弹塑性模型力学参数的敏感性进行了分析 #

$ 平压头压痕弹塑性理论
对于压痕问题理论研究，>,3??6,等［.，!=!!’］做出了一些开创性的

工作 #其中，@;4?*,A等［!&］建立了平底圆柱形压头压入一个半无限平
面弹性体问题的理论解（图 !）#然而对于弹塑性压痕问题，即使是最
简单的理想弹塑性压痕问题的求解，目前仍然存在着一定的困难 #
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数值方法为研究此类问题提供了一种新手段，但在理论上进行证明往往存在一定的难度 !下面从弹性模量以
及荷载 位移曲线特征值两方面对这一平压头理想弹塑性问题作些探讨 !
! !! 弹性模量的确定
对于线弹性材料，压痕试验的结果可用线性的荷载 位移（!"#）曲线来表示 $当做加卸载循环时，加卸载

曲线是重合的 $材料的弹性模量可直接由加载曲线的斜率来确定 $"#$%&’(等［)*］给出了荷载 位移直线斜率 %
和材料弹性模量 & 的关系

% ’ !
# ’ +&(

) )!+ （)）

式中：(———平压头的半径；!———材料的泊松比 $
对于弹塑性材料，压痕试验的加载曲线反映了材料弹塑性变形的复杂过程，而初始卸载过程通常被认为

是线弹性的，可以用来确定材料的弹性模量［),］$-.&/0$等［1］对卸载曲线初始切线斜率 %%进行了研究，并且考

虑了压头的力学性质，提出了以下表达式：

%% ’ %*
%+ ’ + ,!!&$ ’ +(&$ ’ -&$

)
&$

’ ) )!+

& .
) )!+

&
& &

（+）

式中：,———接触面面积（对于平底压头，试验过程中 , 保持不变，为压头的截面积）；-———压头的直径，即
, 2!(+ 2（!-+）/ 3；& $———接触模量，考虑了压头本身的力学性质；& &，!&———压头的杨氏弹性模量和泊松

比；&，!———材料的杨氏弹性模量和泊松比 $
因此，对于弹塑性材料，可以通过卸载曲线初始斜率来确定材料的弹性模量 $

! $" 荷载 位移曲线特征值分析
4&55#$%&等［)6］对金属材料压痕试验荷载 位移曲线进行了分析，认为可划分为 3个阶段：（#）弹性阶段，荷

载 位移曲线为线性，该阶段的终点对应的平压头平均压力特征值为 07；（8）第一塑性阶段，终点对应的压力
特征值为 09；（5）第二塑性阶段，荷载 位移曲线的切线斜率迅速降低，材料在压痕周围由于塑性变形突起；
（%）第三塑性阶段，荷载 位移曲线的斜率保持不变 $根据试验曲线，4&55#$%&等［)6］认为，09 大约为材料屈服极
限"9的 :倍 $;<0等［+=］也给出了类似的结论 $4&55#$%&等［+)］对各种合金金属采用不同直径的平压头（)>=??，
=>,??，=>*??）进行了压痕试验，试验的结果验证了这一结论 $而对应的压力特征值 07，这些研究者都没有
给出精确的解答 $
以上的结果都是基于试验观察，没有在理论上对这 +个特征值进行分析 $一般来说，试验材料可看作弹

塑性强化材料，如果采用弹塑性强化模型，从理论上进行推导将有很大的难度 $以下从最简单的理想弹塑性
模型出发，基于 "#$%&’(等［)*］的压痕试验弹性应力解答对这 +个特征值进行理论上的推导 $
假设压头与材料接触面之间不存在摩擦力，定义了以下量纲一的几何变量（圆柱坐标系）：

# ’ 1 / ( $ ’ 2 / ( （:）
式中 1 和 2 为图 )所示的圆柱坐标系坐标 $
边界条件可表示为

［32（#）］2 ’ = ’ # （="#" )）

"22 ’ = （ 1 4 (）

%21 ’
{

=
（3）

"#$%&’(等［)*］的应力解答如下

"22 ’ ) 3&（’ .&）
’ . +&

#
!(
（5=) .$5

=
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方程（1）A（,）中，’和&是 7#?0常数，567 函数表示为
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式中 (" 为贝塞尔函数 ’
考虑对称轴"+ "上的最大剪应力 ’在对称轴上，对于任意的 #，!## + "且有以下一些结果：

!"# $ #
# (!

, !", $ ,!
（# (!

,）,
#
"

!#" $ #
,（# (!

,）
#
"

!## $ !
（# (!

,）,
（#"）

根据 -.’$/0屈服准则，剪应力表示为
#
, ## &#1 $ #

, #) &#* $ 2$+［$ (（3$ ( 4%）!
,］

（% ( ,$）!,（# (!
,）,

（##）

式中 506’ 常数可表示为弹性模量和泊松比的关系式：$ + -
,（# 7&）
，% + &-
（# 7&）（# 8 ,&）

，则式（##）又可表

示为

#
, ## &#1 $ #

, #) &#* $ -+［# & ,& (（3 & ,&）!
,］

（# &&,）!,（# (!
,）,

（#,）

在对称轴"+ "上，式（#,）对!求导，可求出对应的剪应力最大值和最大值在对称轴上对应的位置，即

!+ 9 7 ,&
3 8 ," &
，此时最大剪应力为

#
, #) &#* $ -+（3 & ,&）,

,2!,（# &&,）
（#1）

根据 -.’$/0屈服条件，材料在对称轴上最先发生屈服时，需满足：

#
, #) &#* $ -+（3 & ,&）,

,2!,（# &&,）
$ . $#:

, （#2）

式中 .，#:分别为材料的剪切屈服极限和单压屈服极限 ’
平压头底部的平均压力可表示为

#% $ /
!,, $

& ,!!
,

"
［#*］* $ " )) )

!,, $ ,-+
# &&,

#
!,,!

,

"

)) )
,, & )" ,

$ ,-+
（# &&,）!,

（#9）

比较式（#2）和（#9），可以推导出当对称轴上第一个点（也就是剪应力最大的点）开始进入塑性状态时，对
应的平压头平均压力为

#%# $ ,2
（3 & ,&）,#: （#4）

5’’等［,1］通过有限元方法对绝对弹塑性材料的平压头压痕试验过程进行了模拟，随着压头的压入，塑性
区域首先出现在压头的边界处，然后向试样的中心对称轴延伸，接着再向上和向下延伸，如果接触面中心点

进入塑性阶段，则压头下部整个区域都进入了塑性阶段 ’
对于接触面中心点，* + " 即!+ "，此点进入塑性阶段需满足：

#
, #) &#* $ -+（# & ,&）

（# &&,）!,
$ . $#:

, （#3）

比较式（#3）和（#9），可以得到此时压头平均压力#%,的大小和单压屈服极限的关系：

#%, $ #
# & ,&#: （#;）

由以上的推导，得到了 ,个平均压力特征值#%#，#%,，分别表示对称轴上最先发生屈服时的平均压力值和
接触面中心点发生屈服时的平均压力值，可认为是材料刚塑性化对应于荷载 位移曲线上的平均应力点和平

压头底部材料全部进入塑性阶段对应的平均应力点 ’
根据以上分析，对于理想弹塑性材料压痕试验的荷载 位移曲线，#%# 等同于 %5，#%, 等同于 %: ’假定材料

的泊松比为 "<11，由式（#;）计算得到#%, + ,<*2#:，这和文献［#*",#］给出的结论基本一致；由式（#4）可得出#%#
+ "<4#: + %5，这个结论在文献［#*",#］中没有明确指出，因为在荷载 位移试验曲线上很难辨认出线性端点，
但通过对试验曲线的观察认为这个特征值较为合理 ’下面采用数值分析方法对以上 ,个结论进行验证 ’
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! 有限元弹塑性压痕试验模拟

! !" 有限元模型介绍

图 # 二维轴对称模型的
有限元网格

$%&’ # $%(%)* *+*,*() ,*-.*- /0
)1/23%,*(-%/(4+ 45%4++6

-6,,*)7%8 ,/3*+

图 ! 有限元模型几何尺寸
和边界条件

$%&’ ! 9*/,*)7%84+ 3%,*(-%/(-
4(3 :/;(3476 8/(3%)%/(- /0

0%(%)* *+*,*() ,/3*+

采用法国巴黎矿业学院的有限元程序

!"#$%&’对圆柱平底压痕问题建立了轴对称有限
元模型 !模型的几何尺寸和边界条件如图 (所示
（以())直径压头为例）!加载方式为位移控制，进
行加卸载计算 ! "# 端无水平位移，#$ 端无垂直
位移，其余边界无约束 !根据文献［((］，考虑摩擦
力对数值模拟结果影响并不大，因此假定平压头

和材料的接触面之间没有摩擦力 !
有限元模型网格划分见图 * !采用 + 节点三

角形轴对称单元，划分的原则是网格从接触面到

边界由密到疏，单元尺寸逐渐递增，共有 , -*.个
单元，***( 个节点 !平压头被认为是不可变形的
刚性体，试样是理想弹塑性材料，其弹塑性参数如

下（参考铝合金 /%0123）：" 4 0,52 678，!4 15**，"9 4 +--:78 !

表 " 卸载曲线斜率模拟结果和
理论结果的对比

<4:+* " =/,>47%-/( :*)1**( -%,;+4)*3 4(3
).*/7*)%84+ 7*-;+)- /0 ;(+/43%(& -+/>*-

压头直径 %
))

&; %（<·))= ,）

模拟值 理论值

误差 %
’

15- *3.*1 211(, 15-
,51 03,** .112( ,5,
(51 ,+-330 ,+11.2 *50

! !! 荷载 位移曲线数值解和理论解的对比
通过建立的有限元模型，分别对 *种直径（( 4 15-))，,51))，(51))）的平压头压痕试验加卸载过程进行

了模拟，结果见图 2!分别通过式（(）（,+）（,.）计算卸载弹性模量、特征荷载值 ),和 )(，其中：), 4!*,#，)( 4!*(# !

图 ? 理想弹塑性材料平底压痕试验模拟
$%&’ ? @%,;+4)%/( /0 0+4)2*(3*3 %(3*()4)%/( 0/7 >*70*8)+6 *+4-)/2>+4-)%8 ,4)*7%4+-

根据理论公式计算的特征荷载值 ),和 )(也标在图 2中 ! ), 代表线弹性加载的临界值，也就是开始产

生塑性变形的阈值，但和试验曲线一样，很难在模拟的曲线上辨识出，>""等［(*］通过有限元方法对平面应变
和轴对称的平压头压痕试验进行弹塑性分析，也得到了相同的结论 ! )( 是平压头底部全部进入塑性阶段时

对应的荷载 !如果材料是理想弹塑性材料，理论上此时加载曲线进入一个平台，荷载能维持基本不变，位移继
续增加 !理论计算的 )(和图 2中有限元计算得到的曲线极值基本一致，说明有限元模拟的结果初步验证了
(个特征值的存在 !尽管如此，从图 2也可看出，有限元计算结果在高塑性变形时不稳定，需要进一步优化有
限元模型 !
对于卸载曲线的斜率，表 ,给出了模拟卸载曲线拟合的斜率和

理论计算推求的斜率之间的对比 !可以看出，对于这个值，两者之间
的差别很小，并且这种差别随着压头半径的增大而增大 !
! !# 压痕试验弹塑性参数敏感性分析
前面理论和数值模型研究的是理想弹塑性材料，这种材料在

现实中很少见 !下面分析弹塑性材料的参数对于压痕加卸载过程
荷载 位移曲线的影响 !取 " 4 0,52 678，!4 15** !有限元模型采用
刚性平压头，其半径为 , )) ! 采用位移加载，位移最大值为
151+)) !为了不使问题复杂化，采用了各向同性线性强化的弹塑
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性本构模型 !在一维条件下，塑性强化方程表示为

! "!! # $""# （$%）
式中：$"———塑性强化参数；"#———塑性应变 !
固定 $" & ’())*+,，!!分别取值为 -.)*+,，.))*+,，$)))*+, !比较 ’种取值下模拟得到的荷载 位移曲

线（图 .）可以看出：（,）随着!!的增大，加载曲线塑性强化阶段斜率增大；（/）由荷载 位移曲线弹性加载阶段
和塑性强化阶段拟合直线交点对应的荷载为 %，% 随着弹性极限的增大而增大；（0）卸载曲线的斜率不随!!

而变化 !
固定!! & .%)*+,，$"分别取值为 )*+,，$))*+,，$)))*+,，$)))) *+,，比较不同取值对应的荷载 位移

曲线（图 1）可以看出：（,）$"变化对荷载 位移曲线的 % 值影响不大；（/）增大 $"，对应荷载 位移曲线的峰值

增大，但和!!相比，$"对荷载 位移曲线的影响要小得多 !也就是说压痕试验荷载 位移曲线对强化参数的
敏感性要远远小于对屈服极限的敏感性；（0）同样，初始卸载曲线斜率也不随 $" 而变化，从另一方面验证了

初始弹性卸载的理论假设 !

图 ! 不同屈服极限下荷载 位移曲线比较
"#$% ! &’()*+#,’- ’. /’*010#,)/*23(3-4 25+63, 5-03+

0#..3+3-4 7#3/0#-$ /#(#4,

图 8 不同塑性强化下荷载 位移曲线比较
"#$% 8 &’()*+#,’- ’. /’*010#,)/*23(3-4 25+63, 9#4:

0#..3+3-4 )/*,4#2 :*+03-#-$ )*+*(343+,

; 结 论

*% 基于文献［$(］的弹性应力解答和理想弹塑性假设，推导出 -个平均压力特征值!&$，!&- 为屈服极限和
泊松比的函数，和材料弹性模量无关 !

<% 利用有限元方法对理想弹塑性材料压痕试验加卸载过程进行模拟，得到了 ’ 种平压头直径（’ &
)2.33，$2)33，-2)33）下的荷载 位移曲线，数值上初步验证了!&$，!&-以及卸载曲线斜率的理论计算公式 !

2% 进一步对有限元模型中的线性强化弹塑性材料的 -个参数 $"，!!的敏感性进行了分析，结果表明!!

对压痕荷载 位移曲线的影响远大于 $"，而卸载曲线斜率不受这 -个塑性参数的影响，从另一方面验证了初
始卸载是弹性的理论假设 !
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