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通量与源项和谐的一维浅水方程离散方法
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摘要：针对采用常规齐次浅水方程的解法求解非齐次浅水方程时，源项与通量不具有“和谐性”的

缺点，提出采用 34, 5667通量计算模式处理通量，采用迎风特征分解处理源项，使得通量和源项具
有相同的离散方式，构建了一种具有“和谐性”的数值方法，并对“和谐性”给出了详细的证明 #由于
“和谐性”并不能保证结果的高精度，引入满足 89:条件的通量限制器，提高了计算结果的精度和
稳定性 # .个标准算例验证表明，该数值方法具有“和谐性”、稳定性以及高精度特性 #
关键词：和谐格式；通量限制；迎风法；特征分解；浅水方程
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现代气体力学中的许多高精度计算方法已被移植到水流计算中，取得了显著的效果，如 ;<4*+=67［!］将 >?6
近似黎曼解应用于浅水方程模拟；1<@7AB?等［.］采用高分辨率的 ;?BA,?3格式求解二维浅水方程；8?7?［$］提出
加权平均格式，并将其应用于浅水方程的求解 #上述方法大多基于齐次浅水方程，然而完整的浅水方程含有
底坡、河宽、糙率等组成的源项，采用齐次浅水方程的解法不能保证通量和源项在特定情况下的平衡，比如在

静水或者设定的特殊情况下数值离散的通量应该与源项精确平衡，不应该出现虚假流动，国内学者称这种性

质为通量和源项的“和谐性”#为了保证通量和源项的“和谐性”，CD?<47E*6F*@G等［H］采用 IJ:181方法处理源
项，94GKA6GL26,B?,等［/］采用迎风法分解源项，MANN47B等［’!&］采用特征分解法分解源项，OP?A等［%!-］采用水位
梯度法等分解源项 #
本文对文献［/］提出的方法进行改进，其中采用 34, 5667方法离散齐次项，采用迎风法处理与底坡、河道

断面以及糙率相关的源项，对迎风法的低精度采用通量限制器修正，提高了计算的精度和稳定性，并详细证

明了该改进方法（以下简称本文方法）的“和谐性”，通过几个算例证明了本文方法的优点 #

图 $ 河道地形示意图
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$ 基 本 方 程
一维带源项的变宽矩形断面河道的浅水方程为
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式中：%———水深；.———水流流速；& Q %.———单宽流量；(———重力加速度；
)———底坡相关的量，表示河床到固定基面的距离；,———河宽；-———糙率；
/———水力半径 0如图 !所示 0

3 数 值 方 法
离散控制体示意图如图 .所示，单元控制体长度 12 Q 125 R 12> Q #2 R ! ’. S #2 S ! ’. Q!#2 0为方便计，这里假
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图 ! 控制体单元
"#$% ! &’()*’+ ,’+-./ 0/++

设控制体网格均匀，非均匀网格有类似的推导过程 !采用欧拉法对时间积
分，高斯公式对空间积分，得出方程（!）的积分形式：

!"#!
$ % !"

$

!& #
"!$ #! ’" % "!$ %! ’"

!( ) #!$ （"）

式中：!" # !
$ 与 !"

$———控制体内两时刻的平均值；"!$ # ! ’"与 "!$ $ ! ’"———过界

面 ($ $ ! ’"与 ($ # ! ’"的通量值；#!$ ———源项在控制体内的平均值，表示为

#!$ )"!($
#$%( )( ’!( !

! !1 界面通量
采用界面两侧节点计算通量的“$ 类”方法［&］通用形式为

"!$ #! ’" )（"$ # "$ #!）’ " % $$ #! ’"（!$ #! % !$）’ " （’）
式中："$ 与"$ # !———界面两侧控制体节点的通量；$$ # ! ’"———相应的特征矩阵，本文采用 ()* +,,-的方法［!.］

定义该特征矩阵 $$ # ! ’" / %［（!$ # !$ # !）’ "］，其中 % 为雅可比矩阵，定义为 % /#" ’#! !
! !! 迎风源项
为了保证源项与通量的和谐，可以将源项按 $ 矩阵的右特征向量分解［&］，定义!为特征矩阵 $ 的特征

值组成的对角阵，即!$* /"$，"$ 为第 $ 个特征值；! 为!的绝对值矩阵，即每个元素都取绝对值，由此可以
定义以下关系式：

!# )（! # ! ）’ " !% )（! % ! ）’ " $ ) &!& %!

$%! ) &!%!& %! $ ) & ! & %{ !
（0）

式中 & 为$ 右特征向量构成的矩阵 !将源项 # 对& 特征分解，即
# ’ &# ) &!!%!# ) &!#!%!# # &!%!%!# （&）

结合式（0），（&）并进行一系列的变换，可得

#$+ ) #$++ # #$+1 ) !
"［（ ( # $%! $ ）#+］$ %! ’" # !

"［（ ( % $%! $ ）#+］$ #! ’" （+ ) !，"，’） （2）

式中：(———单位阵；#———分解系数 !式（2）的源项分解结果具有式（’）类似的迎风性质［&］，两者都采用相同
的离散模式才能保证最终结果的“和谐性”!下面给出和谐性的详细证明 !
! !2 “和谐性”证明

3-,,*4,-5等［!!］首次提出了双曲守恒率方程组中通量与源项“和谐”的方法，而后有许多学者遵循该方法
建立了“和谐”的离散格式 !但这些格式［2"6］大多是基于 , / -，. / .这一稳定状态构建的 !对于式（!）的浅水
方程，以上假设的状态导致 #" / #’ / 3，不能完善地考虑宽度变化以及糙率造成的影响 ! 78,*)等［&］提出了另
外一种稳定状态：

, )$, . ) +$, ’ / （6）
式中$,，+ 均为常数 !
定义［&］：（)）采用某种算法离散方程（!），如果式（6）能精确地满足该离散方程，则称这种算法满足精确

“和谐性”；（4）采用某种算法离散方程（!），如果式（6）使该离散方程左右两端差值具有 0（!("）阶误差，则称
这种算法满足近似“和谐性”!
证明：将式（6）的定义代入式（!）的动量方程后在（(，(1）上积分，得到关于底坡 - 相关的函数：
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对于式（!），有如下一些特征量：

雅可比矩阵 % )#"#! )
. !

4" % 5" "[ ]5
（:）

特征向量矩阵 & )
! !

5 # 4 5 %[ ]4 （!.）

特征值 "! ) 5 # 4 "" ) 5 % 4 （!!）
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其中 ! " !#$
结合 ! 与" 的关系以及式（!），（""），有以下关于 ! 的表达式：
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其中标识符 $表示采用 %&’ ())*方法的计算值，且

#&’(" )# " "
#（&’ ( &’("） "!’(" )# " "

# #（$’ ( $’("! ）

以下证明以缓流为例，临界流和急流有相同的结论，缓流时，有"!" + ,，"!# - , *
在 + 时刻假设解满足式（.）的稳定状态，即
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式（/）和式（1）的离散方式都具有迎风性质，将式（#）中的表达式分别代入式（/）计算通量 # 各分量，代
入式（1）计算源项，在 + 2 "时刻得到如下离散式：
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# -$$ #$!$
"

.’("
% #

.’
( "

.’%( )
"

（"5）

（$’/）$ " % 4/$（.’%"，.’，.’("，+） （#,）

（$’/）, " % 4/,（.’%"，.’，.’("，+） （#"）

其中下标 $，, 分别表示连续方程和动量方程的离散 *容易验证，当采用 %&’ ())*平均时，式（"1），（".）中的 4"
与式（#,），（#"）中的 4/ 精确相等 *将式（"!），（"1），（"3），（#,）代入式（"）中的连续方程，将（"4），（".），（"5），
（#"）代入式（"）中的动量方程，可以验证方程成立，证明本文方法满足精确“和谐性”*
! *" 通量限制器
本文方法虽然保证“和谐性”，但由于方法为一阶迎风法，所以具有较强的耗散性 *可以采用通量限制［"#］

方法提高计算结果的精度，使得本文所述的界面通量保持 678性，确保方法在光滑区有二阶以上精度，并在
大梯度处不产生虚假振荡 *在通量限制器下，方程（/）以及方程（1）变为［1］
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#［（ ( % ! %!%"&% %"）$-］’ (" )
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/#.第 1期 向小华，等 通量与源项和谐的一维浅水方程离散方法



其中 ! ! !"#$［% " #（ $%）（% " !% ）］ !% !
!"%!&
!’

式中：!———非线性的通量限制器矩阵，为对角矩阵；#（ $%）———非线性的通量限制器，其值与间断比率 $% 有
关，$% &!#%% (!#%’，!#%%为界面 % 迎风界面两侧的间断值，!#%’为界面 % 两侧的间断值，本文采用稳定性与分辨率
俱佳的 ()*+,-++限制器：

#（ $%）! .#/［0，."1（’ $%，%），."1（ $%，’）］ （’2）
式（’’）为本文所得出的求解浅水方程（%）的最终离散表达式 )

! 算 例

式（’’）着重构建一种保持通量和源项“和谐”的离散格式，这种格式应保证至少在静水条件下或特定条
件下通量和源项的精确平衡，而这种验证目前只能通过一些标准的算例来验证，实际河道中难以得到这样的

平衡算例 )以下通过对 ’个通用的算例来验证本文方法具有较好的“和谐性”以及较高的精度 )
! )" 动态平衡算例
文献［3］设计了一种测试算例，该算例具有理论解，在特定条件下能保持水位不变而流速具有较大变化 )

该算例河道地形见图 2 )河道长 %300.，取空间步长!’ & 043.，56),#17数为 048 )初始条件和边界条件分别给
定如下：

初始条件为

*（0）! %9.
# ! %300.
*（’）! *（0）" +-
,（’，0）! *（’）
-（’，0）!













0

（’:）

其中 +-为底高 )
边界条件为

,（0，&）! *（0）. : . :("1 "
: &

;9:00 "( )( )%
’

-（#，&）!
{

0
（’3）

文献［3］给出了该条件下的渐进理论解：

,（’，&）! *（’）. : . :("1 "
: &

;9:00 "( )( )%
’

-（’，&）! %
/

%9"
;9:00("1

:"&( );9:00"
#

’
/![ ]{ 0

（’9）

图 ! 河底高程与河宽
#$%& ! ’$()*+), )-)(./$01 .1, *$()* 2$,/3

采用本文方法，在 & & %0;00(，1 & 04%时的数值解与渐进精确解的对比见图 : )图 :结果表明采用迎风法
离散源项和通量能够保持结果的和谐性和较高的精度 )
! )4 微扰动算例
计算区域长 %.，为了减小扰动传播的速度，这里将重力加速度 2 取为 %40. < (’ )初始值 ,（’，0）& %40.，
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图 ! 理论与计算水位、单宽流量对比（ ! " #$%$$ &）
’()* ! +,-./0(&,1 2345331 463,034(7/8 /19 7/87:8/439 5/430 83;38& /19 9(&76/0)3&（ ! " #$%$$ &）

! ! "#"$ % &，边界条件为自由边界条件，河底高程定义如下：

"’ #
"#()（*+&,"!（$ % "#)）& ,） $ % "#) ’ "#,
"{ 其他

（(-）

满足式（(-）时，水体应为静态 (现对初始条件加以影响，给出一小的扰动如下：)（ $）! ,#" .!，"#, / $ /
"#( (此时应有相对特征波速 0 *!!分别向左右传播，在 1+23456数为 "#7时，采用 (#8节限制器修正后的方法
在 9"""个控制体下的计算值与文献［:］中的精确值相同，认为该值可以作为对比时的精确解 (在!! "#(，!
! "#",两种扰动条件下，取 (""个控制体，+ ! "#- &时本文方法中有通量限制修正和无通量限制修正时的计
算结果与文献［:］的值对比见图 ) (图 )的结果表明加入通量限制后的方法有效地减小了数值耗散，并能够
有效地模拟间断，提高了计算精度 (

图 < 水位对比（ ! " $=> &）
’()* < +,-./0(&,1 /-,1) 5/430 83;38& 2? ;/0(,1& -346,9&（ ! " $=> &）

! 结 语

采用 ;45 <==3方法离散通量，迎风特征分解离散源项，使得离散结果保持了通量与源项的“和谐性”>在
“和谐”离散方法的基础上，引入满足 ?@A特性的通量限制器，提高了结果的精度，保持了计算过程的稳定
性 >验证的 (个算例表明本文方法在保持结果“和谐”和提高计算精度上具有良好的表现，说明所探讨的方法
是切实有效的 >
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