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拓扑优化均匀化方法的改进迭代算法
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摘要：针对大型连续体结构拓扑优化中迭代步过多、计算时间过长的问题，对拓扑优化均匀化方法

进行了改进，并通过引入的 .个密度阈值来控制计算过程 #算例表明，采用改进的拓扑优化均匀化
方法可有效减少迭代步数、节省计算时间，且不会影响拓扑优化计算结果 #
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拓扑优化方法是目前结构优化领域研究的热点［!!0］#均匀化方法［’］是连续体拓扑优化方法中最常见的一
种方法，该方法的一般迭代算法对所有连续体结构都是可用的 #若材料特性和荷载情况较为简单，结构规模
较小，该方法迭代步较少，计算时间也较短，是一个极为有效的方法，但当结构规模较大，尤其是一些复杂的

空间结构（如拱坝），其材料特性和荷载都会出现较为复杂的情况，计算量变大，单步的迭代时间会明显增加，

迭代步数也会增多，总计算负荷会很大 #为了减少计算时间，提高计算效率和精度，本文对结构拓扑优化均匀
化方法的一般迭代算法进行了改进，并引入了用于控制计算过程的 .个密度阈值 #

$ 改进迭代算法的原理
结构拓扑优化均匀化方法［&］在采用有限元方法对设计区域进行离散化［%!-］的基础上，将整个设计空间假

设成类似“气孔分布”的微结构单元（单胞），单胞在优化开始前分布均匀，大小相同 #在拓扑优化过程中，单胞
密度分布发生变化，即高应力区域单胞密度变大，低应力区域单胞密度变小 #优化过程中形成了一种承重结
构，这种结构在高应力区域气孔“密集”，在低应力区域气孔密度较低［!"］#当迭代计算全部完成后，再定义一
个合理的密度最小值，然后剔除设计空间中单胞密度低于这个最小值的区域，将产生一个材料效应最高的重

量优化承重结构［!!］#
以弹性板壳结构为例，根据有限单元基本理论，可得弹性板壳单元的刚度矩阵
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其中 $! " #!（%，&，’）( #!（!，"，#）" $
式中：!!———单元刚度矩阵；"!———单元转换矩阵；#!———单元常量矩阵；!，"，#———形函数变量；#!（ %，&，
’）———整体坐标系下单元常量矩阵；#!（!，"，#）———单元局部坐标系下单元常量矩阵 )
采用一般迭代算法时材料密度的求解公式为
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其中 !! " !!"!!!"
#$!
! !% " !%"%!%&%#

式中："!———第 ! 个微结构单元密度；’———初始结构材料质量；’!———删除单元的总质量；(———空洞单
元数量；!!———单元节点位移矩阵；&!———单元体积；)———迭代步数；&%———空洞单元体积；#———极小量；
#———常量 *
对任何迭代计算过程来说，当某一计算数值足够小时，计算机将视其为 "，因此引入一个极小量#，将空

洞用密度为#的单元来替代 *材料体积约束（或质量约束）计算时不包括这部分单元的体积（或质量）*采用一
般迭代算法对结构进行拓扑优化时，那些迭代伊始密度就较小的单元，整个迭代过程单元密度始终呈减小趋

图 ! 改进迭代算法的原理
"#$% ! &’#()#*+,- ./ 0.1#/#,1

#2,’32#4, 0,25.1

势，将在最终采用的结构中删除 *这些单元的密度由于没有小到计
算机视为 " 的程度，因此每一步迭代计算都会消耗大量的计算资
源 *而那些迭代伊始密度就较大的单元，整个迭代过程单元密度亦
始终保持较大或不断增大趋势，将在最终采用的结构中保留 *

图 6 改进迭代算法的流程
"#$% 6 "+.7 )53’2 ./ 0.1#/#,1 #2,’32#4, 0,25.1

假设一个较小的密度阈值，若优化产生小于这一阈值的密度

单元时，即将这些单元密度以极小值#替代，视其为空洞，这样就
可以提高迭代计算的收敛速度 *实际上，这些单元并不是空洞单
元，是有一定密度的，若将其人为设定为空洞单元，则材料质量约

束计算时这部分质量将不存在，这将使得替代后的总质量大大小

于替代前的总质量 *虽然从约束上讲，这是可以接受的，但与实际
情况不符，且计算时极有可能出现“早熟”等畸形收敛，计算结果将

难以接受 *因此，再给出一个较大的密度阈值，将小于这一阈值的
单元密度以这一阈值替代 *这种替代有 #个优点：一是解决了删除
较小密度单元带来的替代后总质量过小的问题；二是替代后单元

密度值更为集中，剩余单元间密度差异减小，避免了收敛速度过快

造成的畸形收敛，这就可在加速迭代的基础上最大程度地保证结

构拓扑优化迭代计算的稳定性 *为了区别 #个密度阈值，本文将较
小的密度阈值称为 +$%，较大的密度阈值称为 +$& *
以图 !说明改进迭代算法的原理 *图 !（’）显示了微结构单元

的密度曲线 ,，横坐标 - 为微结构单元数量，纵坐标"! 为第 ! 个微
结构单元密度，单元密度在 " ( !之间 *图 !（)）显示了替代前微结
构单元的密度曲线 ,，阴影部分显示的面积为总的单元质量 *图 !
（*）显示了用 +$%和 +$& #个密度阈值进行替代的微结构单元的密
度曲线 ,，阴影部分显示的面积仍为总的单元质量，但此总的单元
质量要小于或等于图 !（)）所示的总的单元质量 *

6 改进迭代算法的流程和算式
改进迭代算法的流程如图 #所示 *图中：’+"为初始做结构材料

质量；’+,为使用密度阈值替代后微结构材料质量 *
对式（#）进行修正，得到改进迭代算法的算式，即

"
（).!）
! "

! （"! " !）

’ $ ’! .#
(

% " !
&%( )#（!（)）! ）

!
#

&!
!
##

-

% " !
&% !

%
&( )
%

!

[ ]#
（+$&$"! / !）

+$& （+$%$"! / +$&）

# （"! / +$%

















）

（-）

./ 河 海 大 学 学 报（ 自 然 科 学 版 ） 第 -.卷



! 算例及分析

图 ! 算例 "
#$%& ! ’()* )*+ ,-./-. 01 23),4(- "

! !" 算例 "
图 !（"）所示为 #$ % #$的矩形平面结构，材料弹性模量为

#&’("，左侧边界固定，右侧下部作用一铅直向下的集中荷载 "
) * +, !图 !（-）所示为有限元网格，结构共划分为 .& % .&个矩
形单元 !
删除率选择为 /&#，极小值!取 &0&&* !首先采用结构拓扑

优化均匀化方法的一般迭代算法进行计算，计算结果如图 .所
示，保留的微结构单元密度为 &0* 1 *；然后采用改进迭代算法进
行计算，计算时 $23取 &0*，$24取 &0.，计算结果如图 5所示 !

图 5 算例 "一般迭代算法的计算结果
#$%& 5 6-.7(8. 01 23),4(- " 01 %-*-9)( $8-9)8$:- ,-8/0+

图 ; 算例 "改进迭代算法的计算结果
#$%& ; 6-.7(8. 01 23),4(- " 01 ,0+$1$-+ $8-9)8$:- ,-8/0+

采用一般迭代算法，共需迭代 ./步 !为了能够清楚地看出计算过程，图中显示了密度大于 &0*的单元 !
而实际上，在一般迭代算法的计算中，除了密度小于极小值的单元外，其余所有单元都是参与计算的 !对于密
度为 &0* 1 *的微结构单元，随着迭代的不断进行，其有限单元的数量会不断减少，达到优化目标时迭代
结束 !
采用改进迭代算法，共需迭代 *6步 !由于 $23取为 &0*，因此选择显示的单元密度为 &0* 1 * !
比较图 .（"）和图 5（"）可知，当 % ) 7步时，改进迭代算法的结果比一般迭代算法的结果外形更为光滑 !

图 5（-）显示，当 % ) **步时，改进迭代算法的结果已非常接近于最终优化结果 !而对于一般迭代算法来说，
迭代 !&步的结果也与最终的优化结果有较大差异 !图 .（8）与图 5（8）相比，外形上两者结果基本一致，仅结
构个别部位有微小差异 !随着结构复杂性和荷载的增加以及 $23和 $24取值的不同，这些微小差异会有所增

大 !由于采用了不同的算法，这些微小差异是不可避免的，因此，当出现这些微小差异时，可认为优化计算结
果一致 !
从本例来看，改进迭代算法和一般迭代算法的优化计算结果一致，而其迭代步数仅为一般迭代算法的

.&#左右，计算时间较一般迭代算法减少 5&#以上，且计算时占用的计算资源大大减少，这使得复杂的大型
结构在拓扑优化计算时可以采用更细小的网格 !
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! !" 算例 "

图 # 算例 "一般迭代算法的计算结果
$%&’ # ()*+,-* ./ 01234,) " ./

&)5)62, %-)62-%7) 8)-9.:

图 ; 算例 "平面结构
$%&’ ; <,25 ./ 01234,) "

采用不同的 "!"和 "!#进行计算，并根据计算结果给出 "!"和 "!#

的取值范围，以避免因密度阈值的不确定而过多地耗费时间 !
图 $所示为 %&$’ ( %’的矩形平面结构，材料弹性模量为 )* +,-，

.个集中荷载（#% / #) / #. / % 01）作用于结构的下边界 !结构共划分
为 $2 ( 2*个矩形板单元，下方左右两端受固定约束 !删除率取为 3*$，
极小值!取为 *&**% !图 4给出了一般迭代算法的计算结果 !不同 "!"

和 "!#取值改进迭代算法的计算结果如图 3所示 !
从图 3（-）5（6）可知，在 "!#相同的情况下，随着 "!"的增大，迭代

步明显减少，且当 "!"和 "!#取值都较大时，迭代收敛情况明显优于

"!"和 "!#取值较小时的收敛情况 !
从图 3（7）5（8）可知，在 "!"相同的情况下，随着 "!#的增大，迭代

步也相应减少，减少的幅度较 "!#相同而 "!"增大情况下的幅度小很

多 !图 3（7）与（9）显示的结果可认为是一致的 !图 3（6）与（8）的 "!"和

"!#取值均比图 3（7）和（9）大，但从优化结果来看，并非仅有微小差别，
由于算例结构和荷载的简单性，这里不能再认为两者的优化结果一致 !图 3（8）的结果从单元数量来说，明显
比图 3（6）的要少 !这一差别主要体现在结构中部受荷载区域 !该区域内的 :形结构较为单薄，这一结果是不
可用的 !由于其脆弱部分很少，可以人为地进行弥补 !
图 3（;）给出了一个 "!"和 "!#都较大的极端情况，在此情况下，拓扑优化计算迭代仅需 <步，但结果却

很不理想 !其主要问题是优化得到的结构 :形区域部分十分脆弱，有较多单元都是通过角连接的，不能为设
计人员所接受 !

图 = 算例 "改进迭代算法的计算结果
$%&’ = ()*+,-* ./ 01234,) " ./ 3.:%/%): %-)62-%7) 3)-9.:

> 结 论

2’ 当 "!"和 "!#取值合理时，拓扑优化均匀化方法的改进迭代算法所需要的迭代步数远小于一般迭代

算法，收敛速度也大为提高 !
?’ 从理论上讲，一般迭代算法的计算过程是没有人为干预的，所得优化结果应该是最合理的；而改进迭

代算法的计算过程受到人为的干预，干预程度与 "!"和 "!#的取值大小有关，这种干预势必会影响优化结果

的合理性 !但是从算例的计算结果来看，当 "!"取 *&%，"!#取 *&.时，改进迭代算法得到的优化结果与一般迭
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代算法得到的优化结果相似程度最高 !因此，当 "!"和 "!#取值合理时，改进迭代算法计算过程干预对优化

结果的影响可以忽略 !
!" 当 "!"和 "!#取值合理时，增大 "!"和 "!#均会提高收敛速度，而增大 "!"对提高收敛速度的作用要

比增大 "!#对提高收敛速度的作用大 !当 "!#相同时，"!"的微小变化也会对迭代步数产生较大影响；而当

"!"相同时，增大 "!#尽管也可以加速收敛，但是对迭代步数不会产生决定性影响 !
#" "!"取值范围定为 $%& ’ $%(，"!#的取值范围定为 $%) ’ $%*+比较合理 !对于大型计算来说，迭代过程

中 "!"和 "!#的取值可以根据计算实际情况在一定范围内进行调整，这可以加速收敛 !
$" 本文对拓扑优化均匀化方法的一般迭代算法进行了改进，为了加强对迭代过程的控制，引入了 (个

密度阈值，并给出了密度阈值的建议取值范围 !算例表明，这一改进迭代算法可行，当采用合理的密度阈值
时，拓扑优化计算收敛速度会明显提高 !
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