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应用改进算法的对称逐步超松弛预处理共轭梯度法

进行大体积混凝土仿真计算

韩 林，张子明，倪志强

（河海大学力学与材料学院，江苏 南京 .!""-%）

摘要：针对大体积混凝土有限元仿真计算中存在计算规模大、计算时间长的问题，为克服使用直接

解法导致占用内存多、耗时长和精度得不到保证的缺点，充分考虑大体积混凝土结构有限元仿真分

析中温度场和位移场求解的特点，用改进算法的对称逐步超松弛预处理共轭梯度法取代直接解法，

进行温度场和位移场计算中大型稀疏对称正定线性方程组的求解 #采用算例计算对比了使用 .种
方法计算的内存占用、耗时和计算精度等情况，结果表明，该方法可完全消除整体劲度矩阵带宽对

存储空间需求的影响，减少内存占用和计算耗时，且使得计算精度可灵活控制 #
关键词：大体积混凝土；对称逐步超松弛；预处理共轭梯度法；有限元方法；仿真计算
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当前，采用有限元方法进行仿真计算是大体积混凝土结构温控分析方法的主流 #大体积混凝土结构的施
工期和运行期历时较长，在仿真计算中数据存储量及计算量都很大，计算耗时很长 #为解决此问题，可以从两
方面考虑：一是从改进计算模型入手，即在理论指导下，减少网格和计算时段的划分数，在一定程度上减少计

算规模，从而减少计算时间 #如朱伯芳等提出的并层算法［!］、弹性徐变体分区异步长算法［.］等 #但无论计算模
型如何改进，对于大体积混凝土结构仿真而言，计算规模依然很大 #二是通过改进计算方法，针对计算过程中
的主要耗时环节，使用高效率算法，在不减少问题规模并保证计算精度的情况下，减少计算时间 #本文即通过
改进计算方法来提高计算效率 #
有限元计算可归结为大型稀疏对称正定线性方程组的求解，而此求解过程在整个计算中最为耗时 #通常

使用的基于系数矩阵分解的直接解法（以下简称直接法）虽然在理论上可精确解决任何非奇异问题，但由于

该算法计算中操作元素过多，导致计算量和内存需求较大，在大型问题求解时多要进行分块求解；再者，在该

算法的计算机实现时，大量舍入误差的积累也使得计算精度得不到保证 #因此，可以采用其他算法代替直接
法，以减少计算时间，提高计算精度 #针对有限元方法导出的整体劲度矩阵的特点，采用某种预处理形式的共
轭梯度法（=6,):A4B; AC4<*;,B 3;B86<，DEF）［$］进行迭代求解，既可充分利用系数矩阵的稀疏性，减少内存占用，
又可快速收敛至期望精度的解 # G4=6H*预处理共轭梯度法和多搜索方向预处理共轭梯度法已在混凝土温控
仿真中得到应用［0］#应用对称逐步超松弛预处理共轭梯度法（+I33;BC*= +:==;++*J; 6J;C C;54K4B*6,2LC;=6,<*B*6,;<
=6,):A4B; AC4<*;,B 3;B86<，MMNO2PDEF）进行有限元计算也证实是可行的［/!&］#本文给出了 MMNO2PDEF的改进
算法，并将其应用于大体积混凝土结构的仿真计算过程中 #该方法可以较大程度地提高大体积混凝土结构有
限元仿真计算效率，且计算精度控制简便灵活 #

$ 对 %%"&’()*+算法的改进
预处理共轭梯度法（LC;=6,<*B*6,;< =6,):A4B; AC4<*;,B 3;B86<，PDEF）可以充分利用系数矩阵的稀疏性，适用

于系数矩阵对称正定情况，具有短迭代公式，可以保证计算的高效性，且通过良好的预处理，使得迭代矩阵的
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条件数降低，这在一定程度上克服了 !"#收敛性与系数矩阵特征值分布密切相关的缺点［$］，加速了收敛过
程 %这些特点正是大体积混凝土仿真计算过程中所需要的 %
设有 ! 阶对称正定线性方程组［&］

!" # $ （’）
(!"#的一般算法可参见文献［&］"令 ! ) % * & * %+，其中 % 为 ! 之严格下三角阵，& 为 ! 之对角阵，

则应用于 ! 的对称逐步超松弛（,-../0123 ,433/,,25/ 65/1 1/7898026:，;;<=）法预处理矩阵［>!?］为

’ #
!

&
! $( )% &%’ &

! $( )% +

@ %!
（@）

式中!为松弛因子 "
为充分利用系数矩阵对称的特点，可将 ’ 进行某种拆分，以得到更为简短的迭代格式，在一定程度上减

少计算量 "为使预处理发挥作用的主要部分 () ) ’ A ’ ) 易于变换，摆脱矩阵求逆带来的繁琐运算，直接按 ’
中明显的三部分进行拆分，得到两个不同部分，分别令为

*’ # &
! $ % *@ #（@ %!）

&
!

（&）

经过推导，改进算法的 ;;<=B(!"#（以下简称本文方法）可表述如下：
给定迭代初值 "（C），计算 )（C）) $ A !"（C），+（C）) * A ’

’ )（C），,（C）) *@+（C），-（C）) * A &
’ ,（C），对 ’ ) C，’，@，⋯，有

"’ #
（*@ +（ ’），+（ ’））

（@, . *@-（ ’），-（ ’））
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
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
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（D）

迭代格式中类似 +（C）) * A ’
’ )（C）的计算，均转化为 *’ +（C）) )（C）使用 ;;<=法迭代一次，无需求逆运算，且

可以共用一个子程序 "另外，松弛因子的选取仍然存在问题 "针对复杂工程问题导出的大型矩阵，还没有计算
最佳松弛因子的方法，而往往需要按经验取值 "一般可取略大于 ’的数作为松弛因子 "
文献［>］使用（*@ +（ ’），+（’））作为收敛控制条件是可取的 "同时可以使用收敛后残差的无穷范数为事后评

价收敛情况提供佐证 "而为了快速有效地比较直接法和 ;;<=B(!"#的计算效率，可以使用残差的无穷范数
作为收敛控制条件 "具体地，可先计算出直接法所得残差无穷范数的范围，进而也使用与之相似数量级的残
差无穷范数作为 ;;<=B(!"#的收敛控制条件进行计算 "

! 用本文方法进行大体积混凝土仿真的程序实现

在已有大体积混凝土仿真程序［E!’’］基础上，使用本文方法改进其计算过程，用 F61018:语言编写了三维大
体积混凝土仿真程序，其流程如图 ’所示，其中也参考了文献［’@］的编程方法 %本文程序与普通大体积混凝
土仿真程序有较大差异的地方在于温度场和位移场求解中方程组的求解部分 %
迭代求解之前，需要估计存储空间大小，形成新的索引列阵以标记整体劲度矩阵中的全部非零元素，并

在形成整体劲度矩阵时将其中非零元素按索引列阵的指示累加至各自位置 %
形成索引列阵是关键步骤之一，因为后续的几乎所有操作都通过在其指示下寻找到整体劲度矩阵中的

特定元素而进行 %形成索引列阵时，应寻找计算域内每个节点需计入的自由度（除去无任何位移发生的自由
度）整体编号，其中的编号两两组合即表现出整体劲度矩阵中非零元素的分布 %由于是存储对称阵，只需标记
对角元素及严格下三角元素的位置即可 %这样，按自由度编号顺序，逐单元寻找不大于其值的相关自由度编
号，即可标记出某元素在整体劲度矩阵中的行号和列号 %其中，前一个自由度编号为行号，后一个相关自由度

EG@第 &期 韩 林，等 应用改进算法的对称逐步超松弛预处理共轭梯度法进行大体积混凝土仿真计算



图 ! 三维大体积混凝土结构有限元仿真程序流程
"#$% ! "&’( )*+,- ’. "/0 1#23&+-#’4 5,’$,+2 ’. 67 2+11#89 )’4),9-9 1-,3)-3,9

编号为列号 !由于同时按行号与列号的索引进行标记，元素的存储顺序要求并不严格 !为了方便后续运算，特
别将对角元素的列索引排列至每一行的末尾 !
按照式（"）给出的迭代格式，可编制采用本文方法进行计算的子程序，其中运算大部分为内积及矩阵向

量乘 !对其中较复杂的矩阵向量运算部分分别编制了应用于迭代初始化、求解逆矩阵与列阵乘积、新梯度的
生成及精度计算的子程序 !
为了进一步减少计算时间，根据大体积混凝土仿真计算中同一批次混凝土相邻时段的温度场变化连续

且规律相似的特点，可将上一时段温度场作为下一时段温度场计算的迭代初值，以减少迭代次数 !位移场计
算亦采用此法，但应注意突加结构荷载的情形 !因为差异较大的受力情况会引起计算结果变化规律的突变，
不能保证减少迭代次数 !
使用直接法进行运行期仿真计算时，一般假设施工完成一段时间后混凝土弹性模量不再变化 !这避免了

运行期内大部分计算时段中整体劲度矩阵的重新生成和分解，可节省较多的计算时间 !使用 ##$%&’()*计
算时也可以借鉴这一点 !
由于直接法占用内存较多，使用直接法的仿真程序一般将所有计算中间数据，如单元信息、约束信息、单

元劲度矩阵等均存储于硬盘中，待使用时将其读出 !而大体积混凝土仿真计算中上千次有限元计算使得硬盘
读取数据的动作反复进行，这在一定程度上增加了耗时，降低了计算效率 !相关测试也说明，应用直接法仿真
程序计算时，并不能保持 (’+高占用率下的平稳使用，而硬盘使用率较高 !采用本文方法可较大程度地降低
内存占用，故可将所有原存储于硬盘的数据全部移入内存 !使用本文方法的仿真程序可保证 (’+高占用率
下的平稳使用，且除读原始输入数据和写输出文件外没有过多硬盘读写操作 !

6 数值算例与分析
使用微型计算机（主要配置为 ,-./0 ’/-.123 *处理器，4567 )89，4 )内存）进行程序编制和测试 !编译器

为 (:3;<= >1?2<0 @:A.A<- 75B !
算例：官地水电站碾压混凝土重力坝位于四川凉山彝族自治州西昌和盐源县交界的雅砻江上 !正常蓄水

位 4CCD3，坝顶高程4CC"3，最大坝高 4763，最大底宽 4BE563!选取其中某溢流坝段进行施工期和运行期仿
真分析 !该坝段坝区使用了 4种常态混凝土和 C种碾压混凝土，地基为岩石，材料分区情况见图 E !结构剖分
为 4CD66个 6节点六面体单元，最大计算自由度为 "F 64C，分 7"批进行仿真 !随着浇筑进行，单元数逐步增
加，问题规模逐步变大 !
分别将直接法和本文方法应用于仿真程序进行计算，比较二者内存占用、结果精度及计算耗时 !为较客
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图 ! 溢流坝段材料分区示意图
"#$% ! &’(#($ ’) *+,-.#+/0 +, ’1-.)/’2 3+* 0-4,#’(
表 5 整体劲度矩阵存储空间需求比较
6+7/- 5 8’*9+.#0’( ’) .-:;#.-*-(,0 )’.
0,’.+$- 09+4- ’) #(,-$.+/ 0,#))(-00 *+,.#< !

计算方法 整体劲度矩阵元素 索引列阵元素 总计

直接法 "##$%&’( ) ’ ’#*"( ) ’ #"(#&&&’
本文方法 "$"&%&+ ) ’ "$,+((( ) ’ "%’$"’"&

观地进行比较，直接法计算中不会出现分块情况 -
主要数据类型取编译器默认的单精度浮点数和

长整型数 -从整体劲度矩阵存储要求的比较即可见
二者内存占用量的巨大差异（表 "）-本文方法可完
全消除带宽对存储空间需求的影响，仅需直接法需

求量的 &+.即可完成对整体劲度矩阵元素的定位
和存储 -程序运行中间结果的存储空间需求也相应
减少 -内存的节约表明本文方法数据利用率高，这也
使得原有计算设备上进行更大规模计算成为可能 -
对于一个确定的问题而言，直接法只可能得到

一组结果，故其计算精度是确定的 -用每批次各时段!!

计算结果中最大和最小的残差无穷范数（

!!

! /）表

示的直接法计算精度如图 (所示 -由图 (曲线可见，
本文算例的直接法仿真计算精度基本为 "+0 % 1
"+ 0 ’数量级，个别偏大，且极不稳定；而本文方法仿

真程序可以在编译器允许的范围内随意指定精度控

制因子，易于达到更高而且稳定的计算精度 -

图 = 直接法仿真程序的计算精度
"#$% = >44;.+4? ’) 9.’$.+* ;0#($ 0,.+#$@,)’.2+.3 *-,@’30

表 ! 仿真程序计算耗时比较
6+7/- ! 8’*9+.#0’( ’) 0#*;/+,#’( .;( ,#*-

计算方法 耗时 " 2

直接法 %#’"!!

本文方法（

!!

! / 3 "4+ ) "+ 0 %，!3 "4+） "*+#!!

本文方法（

!!

! / 3 "4+ ) "+ 0 %，! 3 "4"） "*#&!!

本文方法（

!!

! / 3 "4+ ) "+ 0 %，! 3 "4&） "$*&!!

本文方法（

!!

! / 3 "4+ ) "+ 0 ,，! 3 "4+） &+(%!!

本文方法（

!!

! / 3 "4+ ) "+ 0 #，!3 "4+） &"*$!!

本文方法（

!!

! / 3 "4+ ) "+ 0 *，!3 "4+） &(%%

使用本文方法不仅可以达到很高的计算精度，且耗时较

少 #从表 &数据可以看出，在相似的计算精度下，本文方法比
直接法减少了约 #+$的计算时间 #表 &还给出了不同精度控
制和不同松弛因子选择下的计算耗时比较 #首先，提高计算精
度自然会使计算时间增加，但耗时增加的幅度较小，故本文方

法可以保证精确而高效的计算 #再者，选择较好的松弛因子可
以减少迭代次数从而减少耗时，根据计算经验，可取

!"［"，"4"］#
为进一步说明本文方法相对于直接法的计算优势，适当

增大计算规模，分别用二者进行一次三维有限元计算 -取一种弹性材料构成的立方块，将其划分为 (+ ) (+ )
(+个 *节点六面体单元（图 ’），仅约束其刚体平动和转动，使其在均匀升温 "+5下自由膨胀 -该问题计算规
模为 **’+$个自由度 -为较客观地进行比较，使采用直接法计算时无需进行分块求解，另取微型计算机（主要
配置为 6789: ;978<=> ?=@: A&",+处理器，"4*+BCD，&B内存）进行测试 -用本文方法计算时，选用! 3 "4+ -两种
方法的计算耗时比较见表 ( -显然，计算规模越大，本文方法较直接法的优势越明显 -而这种优势恰可以应用
于大体积混凝土仿真计算，在一定程度上解决了计算规模大、计算时间长的突出困难 -
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图 ! 立方块网格剖分
"#$% ! &’()’( *+, - ./0’

表 1 有限元程序计算耗时比较
2-03’ 1 4+56-,#(+7 +* "8& ,/7 9#5’

计算方法 耗时 ! !

直接法 "#$!!

本文方法（

!!

" % & $’( ) $( * $(） $#!!

本文方法（

!!

" % & $’( ) $( * $+） $"!!

本文方法（

!!

" % & $’( ) $( * $,） +$!!

本文方法（

!!
" % & $’( ) $( * +(） #,!!

本文方法（
!!

" % & $’( ) $( * +$） #-

! 结 论

-% 一般认为，用直接法进行有限元计算可得到精度很高的解，这对小型问题的计算而言是正确的 .但随
着计算规模增大，由于舍入误差累积，其计算精度难以保证，加之占用内存多和计算时间长，该方法已不再适

用于有限元计算过程中大型稀疏对称正定线性方程组的精确求解 .
0% 选用适合于温度场及位移场计算的本文方法改进大体积混凝土仿真计算过程，可充分发挥该方法计

算效率高、计算精度好的特点，使大体积混凝土仿真中计算规模大、计算时间长的突出问题得到较好的解决 .
.% 本文方法可完全消除整体劲度矩阵带宽对存储空间需求的影响，对同一问题，任意方式的节点号排

列具有相同的内存使用率和计算量，故在网格剖分时，节点编号更加自由 .在无法避免巨大带宽的拱坝仿真
计算中，本文方法的优势更为显著 .

:% 若综合应用各种方法提高计算效率（如 //0123456等）以及减少自由度和计算时段（如并层算法、弹
性徐变体分区异步长算法等），可以进一步提高大体积混凝土仿真问题的计算效率、精度和规模 .
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·简讯·

河海大学参建的苏通长江公路大桥获美国土木工程协会大奖

ABGB年 C月 AO日举行的美国土木工程师协会 ABGB年度颁奖大会上，苏通长江公路大桥（简称苏通大
桥）从入围的 X项重大工程中脱颖而出，获得 ABGB年度土木工程杰出成就奖 2这是苏通大桥继荣获国际桥梁
大会乔治理查德森奖、江苏省科技进步一等奖后获得的又一大奖，也是中国工程项目首次获此殊荣 2颁奖委
员会认为，苏通大桥是全球首座超千米跨径斜拉桥，在线性优美和技术领先的同时，在施工和环保方面保持

了完美的平衡，是对现代桥梁建设理念很好的诠释，对今后桥梁建设和管理都有极大的促进 2
河海大学参与了苏通大桥的建设，并在江苏省、交通部于 ABBX年 GB月召开的“苏通大桥科技创新工作

会议”上，成为唯一囊括 D种奖项的单位：学校被授予“苏通大桥科技创新工作先进单位”，索塔地基基础稳定
与安全监测专题组被评为“苏通大桥科技创新工作先进班组”，陈志坚教授被评为“苏通大桥科技创新工作先

进个人”，朱俊高教授等撰写的论文《苏通大桥主桥墩超长桩群桩基础的工作性能》被评为“优秀论文”2
美国土木工程协会成立于 GPXA年，所服务的会员有来自 GXN个国家超过 GC万的专业人员，是目前世界

上最大、最有影响力的土木工程协会 2该协会的土木工程杰出成就奖设立于 GNOB年，用于表彰近期完成的在
世界范围内对社会发展有重大贡献的土木工程项目及其团队领导人 2

（本刊编辑部供稿）
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