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非等间距 $%（&，&）模型的改进及预测分析
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摘要：论述了非等间距 =>（!，!）模型的基本原理及精度评定方法，针对模型缺陷探讨了模型精度的
主要影响因素，并就初值选取及模型背景值构造 . 个方面进行改进，建立了改进的非等间距
=>（!，!）模型 #运用改进的非等间距 =>（!，!）模型对某坝堤沉降进行预测分析，结果表明，改进后
的非等间距 =>（!，!）模型较改进前具有更高的预测精度，在沉降预测中具有较高的应用价值 #
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坝堤的变形分析与预测，在坝堤的建设和使用过程中极为重要 #目前针对这类问题的研究理论和方法都
很多，在沉降变形的小样本监测离散数列方面，灰色 =>（!，!）模型以其特有的优势得到了很好的应用 #灰色
=>（!，!）模型对数据的处理，不是求得数据的概率分布和统计规律，而是根据数据的处理方法找出数据间的
规律，因而只需较少的数据［!!.］#大量文献表明，灰色 =>（!，!）存在一些预测精度不高的情况，因此，对灰色
=>（!，!）模型进行深入的研究，找出影响模型精度的关键性因素并进行改进，提高灰色 =>（!，!）预测模型的
精度，具有非常重要的理论意义和实际价值 #
本文从非等间距 =>（!，!）模型的基本原理出发，在对模型精度的主要影响因素进行分析的基础上，对模

型初值选取以及背景值的构造 .个方面进行改进，最后结合某坝堤沉降监测实例进行预测分析 #

& 非等间距 $%（&，&）模型的建模过程
传统的灰色 =>（!，!）模型是以等间隔数列为基础的，但在实际工程的变形监测中，观测数据的时间间隔

往往呈现非等间隔的状态，这就限制了传统灰色 =>（!，!）模型的应用 #这时，需要把非等时间间隔转化为等
时间间隔序列 #本文主要采用单位时段差系数修正法对原数据进行处理，再进行一次累加生成处理，进而形
成非等间距 =>（!，!）模型［$!/］#
设 !（"）B｛"（"）（ #$） $ B !，.，⋯，%｝，#$!&，#$ 与 #$ C !之间为任意非等间距，即"#$ B #$ C ! D #$ 不为常数 ’则

平均时间间隔"#"为

"#" ( !
% ) !"

%)!

$ ( !
"#$ ( !

% ) !（ #% ) #!） （!）

单位时间差系数!（ #$）为

!（ #$）(
#$ )（ $ ) !）"#"

"#"
（ $ (｛!，.，⋯，%｝） （.）

各时段总的差值""（"）（ #$）为

""（"）（ #$）(!（ #$）［"（"）（ #$ *!）) "（"）（ #$）］ （ $ (｛!，.，⋯，% ) !｝） （$）

各等间隔点的灰数值 "（"）!（ #$）为

"（"）!（ #$）( "（"）（ #$）)""（"）（ #$） （ $ (｛!，.，⋯，%｝） （@）

于是得到等间隔序列为
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!（!）!（ "）#｛!（!）!（!），!（!）!（"），⋯，!（!）!（$）｝ （#）
将 !（!）!（ "）拟合成一阶线性微分方程，即

$!（!）!（ "）
$ " % &!（!）!（ "）# ’ （%）

式中：&，’ 为待定常数 ( & 称为发展系数，其大小反映了序列 !（&）的增长速度；’ 称为灰色作用量 (则可得到
方程组：
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其法方程组为

!)!·[ ]&’ # !)" （*）

则最小二乘解为

［ *& *’］) #（!)!）)!!)" （+）
得到时间响应函数为

*&（!）!（+ % !）# !（&）!（!）)
’[ ]& ,) &+ % ’

& （+ # !，"，⋯，$） （!&）

还原为非等间距数列中与时间 " 有关的函数（ " 为距首次周期的时间间隔）为

*!（!）（ "）# !（&）（!）) ’[ ]& ,) &" ,!"& % ’
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则 *!（&）（ "）# *!（!）（ "）) *!（!）（ " )!"&）#（! ) ,&）（!（&）（!）) ’
& ）,

) &" ,!"& （!"）

将预测时间 " 代入式（!"），即可求得预测值 (

! 非等间距 "#（$，$）模型精度检验
建模的主要目的在于预测 (为了评价预测的精度和效果，有必要对所建模型精度进行检验 (灰色模型的

精度通常采用后验差方法检验，其基本过程如下［%］：

%& 计算残差 (记 + 时刻 !（&）（+）与 *!（&）（+）之差为

!（+）# !（&）（+）) *!（&）（+） （!(）
’& 计算原始数列和残差数列的方差：
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(& 计算后验差比值 . 和小误差概率 /：

. #
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)& 模型精度评定 (指标 . 越小越好，. 越小，表示 -!越大而 -"越小 ( -!大，表示原始数据离散程度大；-"

小，表示残差离散程度小 (指标 / 越大越好，/ 越大，表明残差与残差平均值之差小于给定值 &.%’-#-!的数据

比较多 (根据 . 与 / "个指标，可综合评定模型精度 (模型精度评定标准如表 !所示 (
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表 ! 模型精度评定标准
"#$%& ! ’((&(()&*+ ,-.+&-.# /0- )01&% 2-&,.(.0*

模型精度等级 小误差概率 ! 后验差比值 "

!级（好） !"#$% ""#&%
’级（合格） "#(" ) "#$% "#&% ) "#%"
&级（勉强） "#*" ) "#(" + "#*"

,级（不合格） "#%" ) "#-% . "#-%

3 非等间距 45（!，!）模型精度影响因素分析
由非等间距 /0（!，!）模型的建立过程及其基本原理可知，

影响该模型预测精度的因素主要有以下几个方面：（1）原始数据
的选取 #构成非等间距 /0（!，!）模型的原始数据必须在正常的
类似条件下得到，否则拟合所得的模型不具有较强的规律性 #
（2）初值的选取 #在传统的 /0（!，!）预测模型中，取 $（"）（!）作为

初值显然不太合理，因为模型的最佳拟合曲线有可能不通过 $（!）序列中任何一个数据［*!(］#（3）模型背景值的
构造 #传统的灰色 /0（!，!）预测模型是基于对积分函数的近似，与实际情况不符 #（4）非等间距 /0（!，!）模型
是一指数模型，它反映的是变形体单纯随时效的变化情况 #如果有其他外界因素对变形或沉降产生较大影
响，如荷载的突然变化，则会大大影响所建模型的精度［$!!"］#（5）数据维数的影响 #灰色模型针对不同的实际
情况，存在着不同的最佳维数，只有选择了合适的维数，才可以使模型精度达到最佳［!!!!’］#

6 非等间距 45（!，!）模型的改进

6 #! 初值的改进
在传统的灰色 /0（!，!）模型中，取 $（"）（!）作为初值 #但是由于模型的最佳拟合曲线有可能不通过 $（!）

序列中任何一个数据，因此，$（"）（!）作为初值并不合理，故须对其改进 #若要提高模型的精度，必须使残差数
列的方差最小，故本文利用最小二乘法对初值进行改进 #即使
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6 #7 背景值构造的改进
由式（-）可得
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其中 !（!）（" # !）$!
"#!

"
%（!）（ &）" & （" $ !，#，⋯，’ ( !） （#$）

称为模型背景值 )但在传统的灰色 %&（!，!）模型中，其背景值的构造采用

!（!）（" # !）$ !
#［%（!）（"）# %（!）（" # !）］ （#!）

从式（#$）可以看出背景值 !（!）（" ’ !）是 %（!）（ &）在区间（"，" ’ !）上的定积分，而传统的背景值实际上是
该定积分的近似算法，把 %（!）（ &）近似成一条直线 )近似公式的误差有可能很大，导致模型预测的精度较低 )
因此，在其他条件不变的情况下，若要提高模型的预测精度，只有尽可能减少模型中背景值的计算误差 )
从非等间距 %&（!，!）模型的求解结果来看，可设

*%（!）（" # !）$ +(," # -
式中 +，,，- 为 )个独立的未知数 )由此可知，每 )个相邻的 %（!）（ &）即可确定一个 *%（!）（ &）函数，即 %（!）（ "），
%（!）（" ’ !），%（!）（" ’ #）确定 *%（!）（" ’ !），这样就可以把整个 *%（!）（ &）拟合成 ’ * !个独立的指数函数 )这将大
大减少背景值构造计算误差，从而提高模型的预测精度 )
则背景值计算公式为

!（!）（" # !）$!
"#!

"
（+(,& # -）" & $ +

, (,"（(, ( !）# - （##）
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%（!）（"）( %（!）（" # ![ ) ]）
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! 实 例 分 析
表 " 沉降观测数据

"""

#$%&’ " (%)’*+’, ,$-$ ./ )’--&’0’1-

观测时间 观测值 0 11 观测时间 观测值"" 0 11

#$$2!$3!!4 52#63 #$$2!!!!"" !$ 4!265
#$$2!$3!#4 7)$68 #$$2!!!!"" !8 4#46!
#$$2!!$!$8 74!65 #$$2!!#!"" $# 4))6!
#$$2!!$!!3 78#6$ #$$2!!#!"" #) 2!#67
#$$2!!!!$# 4$!6$ #$$8!$!!$4 2)36!

某坝堤位于地质条件很差的软土地区，需要在坝堤全部

施工阶段进行沉降观测，并通过变形分析和预报调节施工速

度，以保证坝堤的施工安全 9表 #为坝堤某一沉降监测点的部
分观测数据 9
按照本文改进方法进行建模，并用改进的非等间距

%&（!，!）模型对沉降进行预测分析 9所建模型精度与改进前
模型比较结果如表 )所示 9对模型进行不同的改进，改进后模
型的精度等级如表 5所示，沉降预测结果如表 7所示 9

表 2 模型的改进与精度等级
#$%&’ 2 304*.+’0’1- $1,
$556*$57 8*$,’ ./ 0.,’&

改进方法选择
小误差

概率 ,
后验差

比值 .
精度

等级

无 ! $6$3#4 一级

背景值改进 ! $6$3#! 一级

初值改进 ! $6$835 一级

背景值、初值改进 ! $6$88$ 一级

表 9 模型精度比较
#$%&’ 9 :.04$*$-;+’ *’)6&-) ./ 0.,’& 4*’5;);.1

观测日期
实测值 0

11

改进前模型精度 改进后模型精度

拟合值 0
11

拟合值与

实测值

之差 0 11

相对

误差 0 :
拟合值 0

11

拟合值与

实测值

之差 0 11

相对

误差 0 :

#$$2!$3!!4 52#63 52#63 $ $ 54364 )6) $643
#$$2!$3!#4 7)$68 7)!63 !6# $6## 7)!6# * $65 $6$8
#$$2!!$!$8 74!65 77$67 * !$63 !635 77)67 263 !65#
#$$2!!$!!3 78#6$ 7446) * !762 #62$ 72564 * 26) !6)!
#$$2!!!!$# 4$!6$ 4$)6! #6! $6)7 4$#68 * !6! $6)!

从表 )可以看出，非等间距 %&（!，!）模型改进后拟合值与实测值更加接近，改进前平均相对误差为
!6$5:，改进后平均相对误差为 $624:，模型的拟合精度有较大提高；从表 5可以看出，所建的非等间距 %&
（!，!）模型的精度等级为一级，对模型进行改进后，后验差比值 . 变小，表明模型的改进是有效的；从表 7预
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测结果来看，预测值和实测值相当接近，改进前预测值的最大相对误差为 !"#$%，最小相对误差为 &"’(%，
平均相对误差为 )"*&%，改进后预测值的最大相对误差为 )"’#%，最小相对误差为 &"(*%，平均相对误差为
$"&’%，表明改进后的非等间距 +,（$，$）模型可靠性更强，精度更高 -

表 ! 沉降预测结果

"#$%& ! ’&()%*( +, -.&/01*&/ (&**%&2&3*

观测日期
实测值 .

//

改进前预测精度 改进后预测精度

预测值 . //
拟合值与实测值

之差 . //
相对误差 . % 预测值 . //

拟合值与实测值

之差 . //
相对误差 . %

)&&’!$$!$& #$’"* #)$"0 1 *"! &"’( #$0"! )"$ &"(*
)&&’!$$!$2 #)#"$ #(’") 1 $$"$ $"’’ #(&"$ 1 *"& &"#*
)&&’!$)!&) #(("$ ##2"# 1 (!"! !"#$ #!&"# 1 $’"! )"’#
)&&’!$)!)( ’$)"! #0#"# $!"0 )")( ’$#"& 1 ("! &"*0
)&&2!&$!&# ’(0"$ ’!$") 1 $)"$ $"#* ’*’"( 1 2") $"$$

4 结 论

#5 从根据某坝堤沉降监测的 !组数据所建模型的精度等级来看，非等间距 +,（$，$）模型比较适合小样
本离散数据的处理，利用很少数据即可进行较为准确的预测分析 -

$5 对某坝堤沉降的预测分析结果表明：非等间距 +,（$，$）模型初值的选取及背景值的构造方法，都是
影响 +,（$，$）模型预测精度的重要因素；改进后模型的预测精度有了更大的提高 -

15 运用改进后的非等间距 +,（$，$）模型对后续 !个观测时间的累积沉降量进行了预测，预测值较模型
改进前与实测值更加接近，表明改进后的模型可靠性更强，精度更高，更适用于坝堤的沉降预测分析 -
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