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摘要：针对同位素水文中经常应用的瑞利分馏模型因建立在假定静止水体中的稳定同位素充分混

合的基础上，而没有考虑水体同位素组成的垂向差别，从而与自然界的实际过程不甚吻合的缺憾，

利用微元分析方法结合质量守恒定律、<*;=扩散定律、瑞利分馏原理，在考虑水体的稳定同位素组
成的垂向差别，以及此差别引起的扩散作用的前提下，重新推导了静止水体在仅受蒸发作用下的同

位素组成的微分方程模型，给出了其微分方程与相应的定解条件，并指出了模型应用中分层取样应

注意的问题 #该模型的建立使定量分析湖泊等水体的同位素组成有了更为精细的数学基础 #
关键词：瑞利分馏；垂向浓度差异；氢氧稳定同位素；微分方程模型；蒸发

中图分类号：>$0. 文献标志码：? 文章编号：!"""!!-%"（."!"）"’!"’&&!"/

在同位素水文领域，瑞利分馏模型［!!$］作为结构简单、物理意义明确的数学模型有着广泛的应用，特别是

在定性甚至定量解释降水线（@AB）、蒸发线（1B）［!，0!&］的物理成因，进而用于分析确定地下水的补给来源、区
分地下水的不同类型［%!-］等方面 #然而瑞利分馏模型的推导建立在假定液相水体的同位素充分混合，各处的
同位素组成在垂向上没有差异的前提下，这与湖水、海水等水体的同位素组成在垂向上存在差别的事实不甚

符合，从而瑞利分馏模型不能模拟水体氢氧稳定同位素组成在垂向上的差别也在意料之中 #本文借鉴文献
［!"!!!］的推导方法，以数学物理方法为研究手段，尝试在考虑垂向上的浓度差异及其所引起的扩散作用的
前提下，重新推导静止水体在仅受蒸发作用下的微分方程模型（以下简称本文模型），以作为瑞利分馏模型的

一个补充和扩展 #

$ 模型的建立

$ #$ 模型的理论基础
本文模型的理论基础有：（4）<*;=扩散原理；（6）瑞利分馏原理（关于同位素的有关记号和瑞利分馏原理

可参见文献［!"］）；（;）CD4*E等［!.］提出的开启水面蒸发模型（亦即“0层模型”，详见第 !F0F$节）#
$ #% 模型假定
为简化分析与推导，本文模型假定：（4）盛水容器为一圆柱体，底面积恰为一个单位面积；（6）水体仅受

蒸发作用，水体氢氧稳定同位素变化仅由蒸发作用引起，并且水体表面各处的蒸发强度是相同的；（;）处在同
一深度的水平剖面上的水体其同位素组成在同一时刻是相同的，即本文模型中的氢氧稳定同位素组成最终

可表示为时间 ! 和垂向位置（高度 "）的函数；（G）水体底部是封闭的，没有水流的流进、流出 #
$ #& 微分方程的推导
由 <*;=扩散定律知：由分子扩散引起的稳定重同位素的通量 #" 与重同位素的浓度梯度!$ %!" 成正比

（简洁起见，下文“稳定重同位素”一律简称“重同位素”）&即
#" ’ ( )（!$ %!"） （!）

式中：#"———穿过垂向高度为 " 处的水体截面的重同位素的通量；)———重同位素水分子的扩散系数，
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!———所研究元素的稳定同位素比值 "那么对液相水体内部任一高度 # 处的厚度为!# 的水体微元（图 !），
考虑它在 $ 到 $ "!$ 时段内同位素组成的变化应当满足质量守恒定律，即：［ $，$ "!$］时段内流入微元的重
同位素的量加上 $ 时刻微元内所含重同位素的量 %#，$，再减去［ $，$ "!$］时段内流出微元的重同位素的量，
应等于 $ "!$时刻微元内所含重同位素的量（图 #），用公式表示为

&#，$!$ ’ %#，$ ( &#’!#，$!$ ) %#，$ ’!$ （#）
把式（!）代入式（#），并注意到 % 和 ! 的近似关系% $ !!#，整理得

*（!! +!#） #’!# ( *（!! +!#） #

!# )
!#，$ ’!$ ( !#，$

!$ （%）

令!#"&，!$"&，两边取极限，得
*（!#! +!##）)!! +!$ （’）

这就是液相水体内部的水的重同位素组成所必须满足的分子扩散方程 "

图 ! 用于推导微分方程的水体微元
"#$% ! &#’’()(*+#,- (-(.(*+ /’ 0,+() 12(3 +/

3(314( 3#’’()(*+#,- (51,+#/*

图 6 ! 7 ! 8!! 时段内流入和流出水体微元的重同位素的量
"#$% 6 91,*+#+: /’ ;(,<: #2/+/=( ’-/0#*$ #*+/ ,*3

/1+ /’ 3#’’()(*+#,- (-(.(*+ 31)#*$ ! > ! 8!!

! "? 初始条件和边界条件的推导
!(’(! 初始条件
由前述模型假定（)），氢氧稳定同位素组成可表示为时间 $ 和垂向位置（高度 #）的函数 "不妨设初始时

刻为 $ $ &时刻，则同位素组成仅是高度 # 的函数，初始条件可表示为
!#，$ $ ) & ) !#，& （*）

式中 !&为可微函数 "
!(’(# 液相水体底部的边界条件
因为水体底部是封闭的，没有水流的流进、流出，从而亦没有重同位素的流入与流出，因此该处重同位素

的通量 &# # $ & $ *（!! +!#） # $ & $ &，亦即
（!! +!#） # ) & ) & （+）

!(’(% 液相水体蒸发面处的边界条件
在蒸发面处，由于有水体与大气的同位素交换问题，使得边界条件的建立比较复杂，本文模型拟通过“两

步走”的方法来解决：（,）依据 -.,/0等［!#］提出的开启水面蒸发模型的物理背景，把紊流层、扩散层、饱和层、
水层这 ’层之间的分馏作用归结为一个总的分馏作用；（1）在考虑上述总的分馏作用和水体蒸发、水量平衡、
重同位素质量守恒的前提下，推导液相水体蒸发面处的边界条件 "

图 @ 开启水面蒸发模型示意图
"#$% @ A<,=/),+#/* ./3(- /’

0,+() 21)’,4(

-.,/0等［!#］提出的开启水面蒸发模型把水汽界面分为 ’ 层：水层、饱和
层、扩散层和紊流层（图 %）"在水层和饱和层之间的分馏属于平衡分馏（饱和
层相对湿度为 !&&,）"饱和层和紊流层之间的扩散层通过分子扩散作用，水
蒸气向 #个方向运动 "分子扩散是一个分馏过程，因为轻水分子在空气中的
扩散系数比重水分子的大，从而在该层产生了非平衡富集 "
在高相对湿度（- $ !&&,）条件下，过渡带向 #个方向的扩散相等，不发

生净分馏 "然而，当湿度较小时，就会发生饱和层向紊流层的净扩散 "这样饱
和层中扩散较强的轻水分子减少，而重水分子相对富集 "根据空气中气体的
扩散分馏公式可以计算出这种扩散作用所产生的最大分馏效应为［%］：
!2!饱和层"紊流层#!(&%#%+，#!饱和层"紊流层#!(&!++’，从而
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!"!# ! !"!饱和层"紊流层 ! !"#饱和层"紊流层 " !! !$%&’&( " ! ! %$%&’&( （)）
’!# ! ’!饱和层"紊流层 ! ’#饱和层"紊流层 " !! !$%!((* " ! ! %$%!((* （"）

式中：!"!#———饱和层水分子的
!"+的含量相对于紊流层水分子中!"+含量的富集系数；’!#———饱和层水分子

的’,的含量相对于紊流层水分子中’,含量的富集系数；!"#饱和层!紊流层———饱和层水分子的!"+含量相对于
紊流层水分子中!"+含量的分馏系数；’#饱和层!紊流层———饱和层水分子的’,含量相对于紊流层水分子中’,含
量的分馏系数 #
实际上由于相对湿度很少接近 %，从而动力（扩散）分馏效应没有这么显著 #-./012/31/1［!&］用下述关系式

描述了相对湿度 $ 与动力效应"!"!，"’!的关系：

"!"! ! !"!# ! !"!饱和层"紊流层 ! !*$’（! " $）
!%%% （4）

"’! ! ’!# ! ’!饱和层"紊流层 ! !’$5（! " $）
!%%% （!%）

因此，水层与紊流层之间的总分馏系数#水层!紊流层为水汽交换平衡分馏系数#水层!饱和层和动力分馏系数
#饱和层!紊流层之积：

#水层"紊流层 !
%水层
%紊流层 !

%水层
%饱和层

%饱和层
%紊流层 !#水层"饱和层#饱和层"紊流层 !

（! &!6）（! &"!）! ! &!6 &"! &!6"!! ! &!6 &"! （!!）
其中对氢元素和氧元素而言，与平衡分馏效应所对应的富集系数!6的计算式可采用 728.9:6在 !4)!年通过
实验给出的关系式［!*］：

!"!液相"汽相 ! ;/!"#液相"汽相 ! !$!&) ’ !%(("’ " %$*!5( ’ !%&("! " ’$%(()
!%%% （!’）

’!液相"汽相 ! ;/’#液相"汽相 ! ’*$"** ’ !%(("’ " )($’*" ’ !%&("! & 5’$(!’
!%%% （!&）

式中 ( 为 <氏温度 #从而总的富集系数!总 为
!总 !#水层"紊流层 " !!!6 &"! （!*）

亦即紊流层水分子同位素组成相对于水层水分子的同位素组成的分馏系数#为

# ! !
#水层"紊流层 !

!
! &!6 &"!

（!5）

图 ! 用于推导蒸发面处微分方程的水体微元
"#$% ! &#’’()(*+#,- (-(.(*+ /’ 0,+() 12(3 +/ 3(314(

3#’’()(*+#,- (51,+#/* /’ (6,7/),+#/* 21)’,4(

当水面高度为 ) 时，取水面上厚度为") 的一微元，对微元水体
被蒸发前后整个水体中的重同位素（图 *），根据瑞利分馏和质
量守恒建立如下近似等式：

"
)&")

%
%)，*=) !"

)

%
%)，* &"*=) &#%)，*") （!(）

方程左边分两段积分，右边作一阶泰勒级数近似展开，得

"
)

%
%)，*=) &"

)&")

)
%)，*=) !"

)

%
%)，* & #

%
#( )* "[ ]* =) &#%)，*")

（!)）

结合积分中值定理"
)&")

)
%)，*=) ! %)，*") 化简式（!)），得

%)，*（! "#）") !"
)

%
（#% +#*）"[ ]* =) （!"）

注意到水体微元") 和蒸发率［!5］, 的关系") > ,"*，式（!"）可化为
%)，*# ! %%，* （!4）

从而液相蒸发面处所需满足的边界条件为

%)，*# ! %%，* （) ! )% ""
*

%
,= *，) * ! % ! )%） （’%）

综合 !$&节的微分方程和本节的初始条件、边界条件，完整地考虑垂向浓度差异的静止水体在仅受蒸发
作用下的氢氧稳定同位素组成的微分方程模型如下：
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! 与本文模型相应的蒸发试验中的同位素取样问题
本文模型所描述的是蒸发分馏条件下，水体瞬态的同位素浓度的垂向分布问题 )此处以笔者此前所作的

蒸发试验为例，探讨如何取样以及取样时应注意的事项 )该问题的核心是要尽量减小或避免取样本身对试验
中的同位素浓度分布所造成的扰动 )

图 " 盛水容器
#$%& " ’()*+ ,-.)($.*+/

如图 %所示，用于蒸发试验的容器是一外形似量
筒的透明容器，此圆筒形容器的直径较大（例如直径

$&）)蒸发量的大小可以直接从盛水容器外的刻度线
读出 )在容器壁的侧面打有一排自上而下直线分布的
圆形孔洞，打出的孔洞用表面涂有强力黏合剂的橡皮

塞塞住，然后在容器内灌满水 )取样时，用取样器（注射
器状）的针头穿过橡皮塞直至水体 )在同一时刻起始的
一小段时间内，从上至下对各孔依次取样 )当每次取样
总时间较短时，近似认为各孔在同一时刻取样 )因为盛
水容器的直径比较大，相邻两次取样时间又有较长的

间隔，每孔每次的取样水量又较少，取样器的针头直径

较小，因而有下式成立：

$
*

+ % $
,样品+，& % ,& ’ ,&’!& & (&’!&!& （!!）

式中：*——— & 时刻的取样个数（等于盛水容器中完全被水淹没的橡皮塞个数）；!&———上下 !次取样时的时
间间隔；,&——— & 时刻容器中的水体体积 )
式（!!）的成立，保证了取样水体远小于相应时段的蒸发量 )另外，由于取样器针头较细，长度较长，能保

证抽到远离容器壁的水体 )在插入针头及抽取水样时，保持动作轻缓，即可最大限度地减少对原有水体浓度
分布的扰动，此外，较小的针头也保证了针头拔出时，容器内的液体不至于从橡皮塞上扎过的针孔中流出 )
如果是在野外取样（例如取湖泊水体），可以通过特制的取水器（例如弹簧压卡式取水器［$’］，能在指定深度

打开并装水，待装满水后自动密封，以防止内外水体交换，从而实现了定点取样）取不同深度的水样 )如果在水
平向不同位置平行布置测点，每个点只取一次样品，不同点对应不同深度，各点适当拉开距离，就能避免相互干

扰，如果每个点的取样都在取样器缓慢插入水中指定位置之后的很长一段时间后进行（比如一个星期之后），那

么因取样器插入水中而引起的对同位素垂向浓度分布的扰动，在现有仪器精度下，也在可忽略范围之内 )

0 结 语

针对同位素水文中广泛应用的瑞利分馏模型没有考虑水体稳定同位素组成在垂向上的差别，与自然界

的实际过程不甚吻合的缺陷，在瑞利分馏模型的基础上，以及考虑水体的同位素组成在垂向上的差别和此差

别引起的扩散作用的前提下，重新推导了静止水体在仅受蒸发作用下的同位素组成的微分方程模型，并着重

详细推导了液相水体蒸发面处的边界条件，建立了包含完整的初值和边值条件的静止水体在仅受蒸发作用下

并考虑垂向分子扩散作用的稳定同位素组成的微分方程模型，并指出了取样时应注意的问题 )该方程有可能为
定量分析湖泊等水体在经受蒸发作用时其氢氧稳定同位素组成在垂向上的分布情况提供更精细的数学参照 )
当然，本文只是理论上的初步探讨，后续还需要大量的物理模型实验与数值模拟实验的进一步确认 )
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?CA第 A期 童海滨，等 考虑稳定同位素浓度垂向变化的蒸发分馏模型
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