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混凝土细观骨料模型随机性的分形验证
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摘要：为了验证数值试验方法生成混凝土随机骨料模型的合理性，首先采用效率较高的伪随机函

数蒙特卡罗方法模拟多级配混凝土随机分布并生成随机骨料空间分布几何模型，然后根据骨料平

面分布图中像素的差异以及分形几何学中的盒维数采用数字图像算法对其随机性的合理性进行研

究 #结果表明，采用蒙特卡罗方法投放的混凝土骨料的随机分布具有分形特征，且随机分布比较均
匀 #
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混凝土材料是一种应用广泛的由粗骨料、水泥砂浆及界面黏结带组成的人工复合材料 #研究表明，采用
数值方法可以得到不同级配随机均匀的骨料分布模型 #针对蒙特卡罗方法生成随机骨料模型效率不高的问
题，本文采用伪随机函数蒙特卡罗方法生成随机骨料空间分布几何模型，并根据分形几何学中的盒维数原理

采用数字图像算法对其随机性的合理性进行了研究 #

$ 盒维数的定义
分形几何学是一种研究无限复杂但具有一定意义上的自相似图形和结构的几何学［!!$］!对混凝土而言，

人工控制混凝土骨料配合比可以使骨料的空间分布具有一定精度的自相似特征，适当放大或缩小其几何尺

寸，材料结构并不改变 !因此，可以用分形几何学来研究混凝土骨料的分形特征［1］!
由于混凝土试件截面为二维问题，通过对截面的处理可以得到二维黑白图像，又考虑到图像为各种曲线

围成的面，如孔隙、剖面等，因此，利用盒维数（覆盖维数）［2］来研究混凝土随机骨料模型随机性的合理性 !盒
维数（覆盖维数）的定义［’］如下：假设在度量空间! 中有一个子集"，用半径等于#（#为正实数）的球覆盖

"，覆盖被测形体的球的个数为 "（#），则定义盒维数（覆盖维数）为

# $ 7*5
#!"

*,D 7<"（#）% 7<#
（!）

由于本文需要计算二维图像的盒维数，故定义二维图像的盒维数如下：为了便于计算机采用正方形格子

来覆盖图像的核心区域，设正方形格子的边长为$!又设覆盖分形图像所需的格子总数为 "（$），则可得到一组
数据（$，"（$））!作（$，"（$））的双对数坐标图，即可得到拟合曲线的斜率，该斜率即为二维图像的盒维数 #&，

#& $ 7<"（$）
% 7<$

（.）

% 基于&’()’*的数字图像盒维数计算程序

% #$ 数字图像算法
首先通过 E6F76G中的 *5.G>（*56<:，<H69FIH:+I（*56<:））将图片处理成二值图形矩阵［&］，其中每个像素所
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对应的矩阵元素为 !或 "，然后通过对矩阵元素的操作来实现正方形格子覆盖的功能 #较少像素图像的举例
如图 ! $ %所示 #

图 ! 示例图片
"#$% ! &’()*+ #(’$+

图 , 图片的数值矩阵
"#$% , -.(+/#0’* (’1/#2 34 #(’$+

图 5 格子覆盖区域
"#$% 5 67+08 039+/’$+

当正方形格子对应的像素值为 !时，格子所覆盖的区域如图 %所示 #
, #, 程序验证

表 ! 数字图像盒维数程序验证结果
:’;*+ ! <+/#4#+= /+>.*1> 34 ;32?03.@1#@$ =#(+@>#3@

)/3$/’( A/#11+@ ;B =#$#1’* #(’$+ >3*.1#3@

分形图像 ! 图像大小 &像素 !" 误差 & ’

正方形图像 ( ()* + (,) (-"!.. "-/(
迭代 (次的 0123415671地毯 !-)8% (%( + (%( !-).(" (-*8
迭代 %次的 0123415671地毯 !-)8% !/) + !/) !-)/"" !-(,

用数字图像算法编制盒维数程序，对空

白正方形图片分别用迭代 ( 次和 % 次的
0123415671地毯进行了计算验证，验证结果见
表 ! #其中迭代 % 次的 0123415671 地毯图片以
及盒维数统计曲线如图 .和图 ,所示 #
从表 !可知，正方形图像分形维数程序

计算成果与理论计算结果的误差为 "-/(’，
迭代 (次的 0123415671地毯的误差达到 (-*8’，而迭代 %次的 0123415671地毯的误差仅有 !-(,’ #由此可以认
为，当迭代次数增大时，误差会变小 #这说明程序的可靠性是比较高的 #

图 C 迭代 5次的 &#+/)#@>8#地毯
"#$% C &#+/)#@>8# 0’/)+1 ’41+/ 5 1#(+> 34 #1+/’1#3@

图 D 迭代 5次的 &#+/)#@>8#地毯盒维数统计曲线
"#$% D &1’1#>1#0’* 0./9+ 34 ;32?03.@1#@$ =#(+@>#3@> 34

&#+/)#@>8# 0’/)+1 ’41+/ 5 1#(+> 34 #1+/’1#3@

5 混凝土随机骨料生成及其分形特征的提取

5 #! 伪随机函数蒙特卡罗方法
蒙特卡罗方法既可用于解决不确定性问题，也可用于解决确定性问题 #与其他数值计算方法相比，蒙特

卡罗方法具有明显的优越性：收敛速度与问题维数无关；受问题条件限制的影响小；程序结构简单，在计算机

上容易实现；能处理连续性问题和随机性问题［)!!"］#
琚宏昌等［!!］提出的改进伪随机函数方法产生的伪随机数比较简单，当产生大量伪随机数时具有明显的

优势 #本文在采用此方法生成随机骨料模型的基础上，提出了根据分形几何学中的盒维数采用数字图像技术
对其随机性的合理性进行研究的方法 #
5 #, 混凝土骨料级配
混凝土骨料分为细骨料和粗骨料，一般认为粒径小于 , 99的骨料为细骨料，大于 , 99的骨料为粗骨

料 #混凝土按所含骨料的粒径范围可分为 .种级配的混凝土：一、二、三、四级配混凝土 # .种级配全有的混凝
土称为全级配混凝土 #按照常规，把只含有一、二级配的混凝土称为小骨料混凝土，把只含有三、四级配的混
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图 ! 混凝土富勒级配曲线
"#$% ! &’()* $+)’),#-. /0+1( -2
/-./+(,( 3#,4 *)+$(5, ’(.5#,6

凝土称为大骨料混凝土 !常用四级配粗骨料质量分数为 ""#，!（小
石）$ !（中石）$ !（大石）$ !（特大石）为 % $% $& $&；常用三级配骨料质量
分数为 ’("，!（小石）$ !（中石）$ !（大石）为 & $ & $ )；常用二级配骨料
质量分数为 )*"，!（小石）$ !（中石）为 ’+’ $ )+’ ! %, 世纪初，富勒
（-.//01）等美国学者依据筛分试验结果，提出了最大密度理想级配曲
线，如图 "所示 !
富勒级配理论的依据是将混凝土材料的骨料颗粒，按粒度大小有

规则地进行组合排列、粗细搭配，就可以得到密度最大、空隙最小的混

合物 !按照富勒级配理论设计的混凝土，强度高、抗渗性好、水泥用
量小 !
富勒级配曲线的计算公式为

# $ 2,, %
%!345

（&）

式中：#———通过直径为 % 筛孔的骨料的质量百分比；%345———最大的骨料颗粒直径 &
依据三维级配曲线生成的试件内截面上任一点具有骨料直径 % 6 %,的内截圆所出现的概率

［2%］为

#7（% ’ %,）$ #(［2+,"’（%, ) %345）
2 )% * ,+,’&（%, ) %345）

) * ,+,2%（%, ) %345）
" *

,+,,)’（%, ) %345）
8 + ,+,,%’（%, ) %345）

2,］ （)）
式中 #9为骨料体积与混凝土总体积的百分比，一般取 #9 : *’" &对于一个特定的混凝土拌和物，采用式（)）
即可得到结构横截面上的骨料颗粒数 &
从图 "可以看出，常用的 & 种混凝土级配（二级配、三级配和全级配）点据与三维富勒级配曲线吻合

较好 &
7 &7 混凝土骨料随机性的分形特征提取
首先采用伪随机函数蒙特卡罗方法求出某一平面内的混凝土骨料随机分布（图 *），然后提取分形特征，

结果如图 8所示 &图 8表明，/;!与 /;,（!）离散点呈线性分布，盒维数 - 为 2+*2%，骨料具有分形特征，故随机
性得到验证 &

图 8 某一平面内的混凝土骨料随机分布
"#$% 8 9*).( ’#5,+#:0,#-. -2

+).’-; )$$+($),(

图 < 混凝土随机骨料盒维数统计曲线
"#$% < =,),#5,#/)* /0+1( -2 :->?/-0.,#.$ ’#;(.5#-. -2

+).’-; )$$+($),( -2 /-./+(,(

为了减少计算时间，本文选用了骨料级配比较低的混凝土，但从结果（图 8）可以看出，混凝土骨料的随
机分布比较均匀 &

@ 结 语

本文采用蒙特卡罗方法模拟了多级配混凝土骨料随机分布，根据骨料平面分布图片像素的差异编制出

了用于盒维数统计的数字图像 &盒维数统计结果表明，采用蒙特卡罗方法投放的混凝土骨料的随机分布比较
均匀，并具有分形特征 &
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