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$%&模型病态问题的多步解法
蒋敏卫

（河海大学地球科学与工程学院，江苏 南京 .!""-%）

摘要：针对 91:模型的病态问题，分析了导致模型病态的原因和各种解决办法，重点研究了两步解
法的计算过程 #通过对两步解法的借鉴和引申，提出了克服模型病态性的新方法———多步解法 #模
拟了 !个病态问题算例，应用 23;4<数值计算软件，采用不同的方法计算该模型的参数估值，比较
它们计算结果的优劣 #结果表明，多步解法比两步解法计算精度更高，并且其计算步数与阈值的大
小有关 #
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病态问题是测量数据处理中长期关注和研究的问题 #病态是相对于良态而言的 #对于一个参数估计模
型，如果其数据的微小变化会引起解的巨大变化，则称该模型是病态的，否则就是良态的 #测量平差系统病态
问题的产生，既涉及现代数理统计、最优化理沦、计算方法等理论基础，又与各种具体平差问题的内在因素，

如控制点分布、几何结构、观测精度、参数选择等有关 #而参数模型的病态效应主要体现在计算和统计 .个方
面［!］，如估值远远偏离真值，或者估值的均方误差很大 #
如果参数模型是病态的，那么由此计算得到的参数估值将变得很不可靠 #因此，很多学者对这一问题给

予了长期的关注，在解算方法方面，有一批重要成果 #为了消除或减弱 91:模型的病态性，本文分析了91:病
态问题的机理，并在原有解法的基础上，提出了一种新的解法———多步解法 #

’ $%&模型的病态性
测量平差中最基本的数学模型为 93@++1:3AB8C模型（简称 91:模型）［.］，该模型也是病态问题的基本数

学模型 # 91:模型为
! ! "# "!
#（!）! " $（!）!!.

" $ %{ ! （!）

式中：!———& D !观测向量；"———& D ’ 阶设计矩阵，A3,B（"）E ’；#———’ D !未知参数向量；!———& D !
观测误差向量，! F (（"，!.

" )）；!.
"———单位权方差；$———权矩阵；#（!）———误差期望值 *

由式（!）可得 91:模型的最小二乘估计（GH估计）解为
%# ! &%!’ !（"I$"）%!"I$! （.）
& ! "I$" ’ ! "I$!

式中 & 为法矩阵 *
根据 93@++1:3AB8C定理，在观测值服从正态分布的前提下，GH估计量 %# 是# 的最优线性无偏估计量，因

此，GH估计一直是被广泛采用的重要的估计方法 *但是，在测量实际应用中，由于参数选择、观测和计算方法
等原因，GH估计会变得很不稳定，精度较差 *
在式（.）中，当 & 非奇异时，存在唯一解 *假设 &，’ 有微小的扰动"&，"’，引起估计量 %# 有偏差"%#，

可表达为

%# ""%# !（& ""&）%!（’ ""’） （$）
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根据 !"#"$%引理的推论可知，只要!! & ’!!!!! ( ’，则矩阵 ! )!! 总是非奇异的 !显然，!!，!"对

!#$ 的影响与! & ’密切相关 !因此，判断参数估计模型是否病态，需要考虑法矩阵 ! !克服模型病态性的方法
之一就是在一定的准则条件下通过改变法矩阵 ! 的状态而使得模型病态性减弱或变成良性 !

! 病态问题的两步解法
克服病态问题的方法有多种，其中，*+,-#估计［.］、岭估计［/］、广义岭估计和截断奇异值法［0］是常用的几

种方法，1234,%256,7正交变换法、约束条件法和谱修正迭代法［8］等是目前较新的几种方法 !针对模型的病态
问题，当前研究的重点之一就是对以上这些解算方法的深入分析和改进，或者将以上几种方法相结合而提出

一些能更好地克服模型病态性的方法，其基本思路是通过正则化方法将病态问题转化为病态性较轻或良性

问题［9":］，然后再进行解算 !
王振杰等［:］对测量中最基本的 ;<=模型的病态问题进行了深入研究，提出了一种新的克服模型病态性

的方法———两步解法［>］!两步解法是由 ?-@%2#2A正则化理论［:］推导而来的 B对于 ;<=模型，?-@%2#2A正则化
理论的估计准则为

!%#$ " &!C #!"（ #$）$ !%#$ " &!C #!#$?’#$ $ D-# （/）
式中：!———正则化参数；’———正则化矩阵；"（ #$）———稳定泛函；!·!———C"范数 !
两步解法的第 ’步计算实质上是岭估计，正则化矩阵 ’’ 是单位阵 !根据 ?-@%2#2A正则化理论，由式（/）

可得解及其均方误差矩阵［’E］为

#$’ $（%?% #!’’’）
"’%?& （0）

=*F=（ #$’）$ %#C
E（%?% #!’ (）"’ （8）

’’ $ &
式中：!’———正则化参数，由 G曲线法［’’］求得；%#E———单位权方差 !
两步解法的第 C步计算实质上是广义岭估计，此时的正则化矩阵 ’C 不是单位阵，而是由第 ’步计算的

结果确定的 !根据 ?-@%2#2A正则化理论，由式（/）可得解及其均方误差矩阵［’E］为
#$C $（%?% #!C’C）

"’%?& （9）

=*F=（ #$C）$ %#C
E（%?% #!C’C）

"’ （:）
式中!C由 G曲线法［’’］求得，令

’C $ 6-"H（=*F=（ #$’）
"’）$ (6-"H ’

%#C
E
（%?% #!’ ( )） （>）

图 " 多步解法的计算流程
#$%& " #’() *+,-. (/ 01’.$23.45 3(’1.$(6

需要说明的是，以上计算结果是在权矩阵 ) 为单位阵时求得的，当权矩阵 ) 不是单位阵时，可将其转换
为单位阵［’C］!在第 C步计算中，由于正则化矩阵 ’C 不再是单位

阵，此时用 G曲线法确定!C时，需要进行一个转换
［’.］!

通过分析两步解法的计算过程可以看到，两步解法的第 C
步是在第 ’步的基础上，对法矩阵进行进一步的优化，利用第 ’
步得到的均方误差阵的逆的主对角元素作为第 C步的正则化矩
阵的元素，从而再次改变法矩阵的状态，使得参数估计精度更

高 !由此，可以深入下去，通过更多相似步骤的计算，而改进法矩
阵的状态 !

7 病态问题的多步解法
多步解法是在两步解法的基础上，通过多次对法矩阵的优

化而达到某种精度要求的病态问题的参数估计方法，这里的计

算次数取决于要达到的精度，可能是 C次，也可能是 C次以上 !
多步解法的计算流程见图 ’ !图 ’中：!·!为"范数；’ 是相邻
两次计算所得估计参数差值的绝对值的最大值；#$( 为最终参数
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估值 !在此，令
!" # !"#$（%&’%（ "# " $(）

$(） （()）

多步解法和两步解法有很多相似之处：两者都是根据正则化理论通过改变法矩阵的状态来进行参数估

计的；两者第 (步计算时的正则化矩阵都是单位矩阵，其余所有的正则化矩阵都是利用上一步计算结果得到
的；两者每一步的正则化参数都是由 *曲线法求得 !多步解法与两步解法的不同之处是：前者比后者的计算
步骤更多，精度更高；前者要设定一个阈值，以控制计算过程，而后者不要 !需要注意的是：阈值要设定适当 !
若阈值太小，计算步骤会很多，甚至无法结束；若阈值太大，计算会很快结束但精度太低 !一般情况下，可以设
阈值为参数估计所要求达到的精度值，如参数估计值的精度要求达到 )+)),-，则可以设阈值 % 为 )+)), !
多步解法还具有如下优良性质：（#）多步解法是 *&估计的一个线性变换，并且是一种压缩型有偏估计；

（.）多步解法的解比 *&估计的解具有更强的抗干扰性能，观测数据的扰动对它的影响比后者小；（/）在一定
条件下，多步解法的解在均方误差意义下优于 *&估计 !
这些性质的证明与两步解法的证明［0］相似 !

! 算 例 分 析
设计一个 12%模型的模拟病态问题，未知参数有 3个，其真值为 # 4（()，(5，6）7，设计矩阵为

$ #
( 3+6 ,+8 ( 3+5 $ ( 5 ( 8 3
, ( (+5 , ( 3 )+5 , ( (









8 ,+( 3 3+9 , 6 (+( 8+( (+9 ,

7

观测值权矩阵 % 为单位阵，观测向量为 & 4（68+5，68，68，63，6,+:，:(+(，68，68，66+9，5:+8）7，观测误差! ;
&（)，!, ’），!4 ( !为了分析多步解法的一些特性，需要观察尽可能多步的计算结果，所以，在此设定一个很
小的阈值 % 4 )+))))(，并取前 9步计算结果列于表 (中 !

表 " 多步解法的计算结果

#$%&’ " ($&)*&$+’, -’.*&+. /0 1*&+23.+’4 ./&*+2/5

步数 "#(
"#,

"#3 正则化参数 ! "# " < "# " < (! ! "# " < ’!,

( ()+),6) 6+)5(( ()+85)8 )+(68:) 9+99885
, ()+)3:9 (3+:()) 6+6(65 )+))3)5 :+65006 (+83),5
3 ()+)303 (3+:8(9 6+6)): )+))3)( )+)3(98 (+39863
8 ()+)3:: (3+:356 6+6)36 )+))3)0 )+))636 (+8)(63
5 ()+)30) (3+:39, 6+6)(9 )+))3)8 )+))368 (+39:63
6 ()+)3:0 (3+:365 6+6)3, )+))3): )+)),:8 (+8))68
: ()+)30) (3+:39, 6+6)(9 )+))3)8 )+)),:8 (+39:63
0 ()+)3:9 (3+:3:8 6+6),0 )+))3)6 )+))(03 (+39968
9 ()+)3:: (3+:356 6+6)36 )+))3)0 )+))(0, (+8)(68

分析表 (中的计算结果，可以发现以下几个特性：（#）! "#( < #!,值第 3步明显小于第 ,步，从第 3步开
始，! "# " < #!,值基本保持稳定；（.）从第 ,步开始，正则化参数的大小变化不大；（/）( 4! "#" < "#" < (!值随
着计算步骤的增加呈逐渐减小的趋势，虽然并不具有递减的性质，但其变化幅度趋于平缓；（!）若设定阈值 % 4
)+)(，则第 8步的 ( 值小于 %，计算过程将到第 8步结束；若设定阈值 % 4 )+)),，则计算过程将到第 0步结束 !
由此，可以得到以下几点结论：（#）多步计算过后，变化相对稳定的参数估值为该解法下的最优近似解；

（.）多步解法比两步解法的参数估计精度更高；（/）多步解法的计算步数与阈值 % 的大小有关，阈值越小则
计算步数就越多 =

6 结 语

克服病态问题的解法有很多种，通过改变法矩阵的状态来减弱模型的病态性是重要的途径之一，而两步

解法便是其中较新的一种方法 =两步解法是根据正则化理论通过两步计算而达到比岭估计方法精度较高的
解决病态问题的参数估计方法 =本文提出的多步解法则是在两步解法的基础上，借鉴两步解法的思想，通过
更多步计算，而使得参数估计精度更高的一种减弱或消除模型病态性的方法，它是对两步解法的进一步的延
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伸和提高 !本文仅是在大量模拟计算的基础上对多步解法的一些特性做了初步的研究 !通过算例分析可知，
多步解法具有较好的参数估计特性，值得更深入的探讨和理论研究 !
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