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摘要：圣维南方程组是工程实践中应用广泛的一类流体动力学方程组，/点线性隐格式亦是目前较
为成熟的计算圣维南方程组的差分格式 !依据非线性稳定性的定义，提出用增长因子 "（!）判别非
线性差分格式的稳定性，针对圣维南方程组的 /点线性隐式差分格式，给出了计算增长因子 "（!）
切实可行的方法，并结合算例得到了增长因子 "（!）的一些近似数据 !稳定性研究结果将有助于更
好地选择时步长!和网格步长"#，对改善计算格式的稳定性具有指导意义 !
关键词：圣维南方程组；/点线性隐式格式；非线性稳定性；增长因子 "（!）
中图分类号：@A!$!B/ 文献标志码：C 文章编号：!"""!!-%"（."!!）"/!"$-&!"0

非线性计算的稳定性问题是流体动力学方程组求解中不容易解决的一个重要问题 #很多启示性方法［!!$］

可以得到非线性计算稳定性的必要条件 #本文基于非线性稳定性的一般概念［/!%］，提出了一种判别非线性稳
定性的方法，通过该方法可以得到稳定性的近似充分条件 #
本文考虑的流体动力学方程组即圣维南方程组为
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式中：$———过水断面面积；’———流量；)———流速；+———水位；*———重力加速度；,———糙率；-———水力
半径；%，#———时间和位置变量 !
在用差分法求解流体力学方程时，不可避免地牵涉到稳定性问题 !稳定性是指初始数据误差与计算过程

误差的积累对方程解的影响 !一般而言，稳定的格式是指满足

"［.（!）］/)" 0［.（!）］/1""# 2"")" 0 1""
的差分格式［/!%］!其中：.（!）是差分算子，!为时步长；/ 是计算的步数，满足 "# /!#3 !由于 / 是任意的，检
验差分格式的稳定性很不方便 !如果只检验 !步，则相对容易些 !满足

".（!）)" 0 .（!）1""#（! & ."!）")" 0 1""
的差分格式即符合 A>, DE934,,条件 !若找到了有界的 ."，就找到了有界的 2"，并且 2" F EGH（."3），因此，
符合 A>, DE934,,条件的差分格式一定是稳定的，而且 ."越小，2"也越小，稳定性能也越好

［/，’］!为叙述方
便起见，以下称 !步差分计算多出的乘积因子 "（!）F ! I ."!为增长因子 !
本文对求解方程组（!）的差分格式给出的一种求增长因子的近似方法，可以判别稳定性 !

% 增长因子 !（!）的求法

设有方程!4
!%

F 54 !对时间变量 % 离散化，得

4/&! 0 4/

! ( 6（4/，4/&!）
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其中：!" 是解 ! 在 "!时的近似值；#（!"，!" ! "）!
!!#

$!" %由此离散式得
!"&" ’ !" &!#（!"，!"&"） （$）

由式（$），则可以从已知的 !" 得到 !" ! " %设另有"!" ! " %"!" !!#（"!"，"!" ! "）%其中"!" & !" 是第 " 步计算时的
误差 %视 !" ! "是由方程（$）确定的 !" 的隐函数 !" ! " % (（!"）和"!" ! " % (（"!"），则第 " ! "步计算时的误差为

"!"&" ) !"&" ’"!" ) !" &!（ #（"!"，(（"!"））) #（!"，(（!"）））

据泰勒中值定理，"!" ! " & !" ! " %"!" & !" ! [! ’（ #（!"，(（!"）））

’!" （"!" & !"）! *（"!" & !" ]） %略去高阶小量

!*（"!" & !"），"!" ! " & !" ! "#+（!）（"!" & !"），从而有误差近似估计式

$"!"&" ) !"&"$%$+（!）$$"!" ) !"$
其中
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’!" 可以通过对方程（$）两端对 !" 微分后，解方程得到 %

! 方程组（"）的离散化及 !（!）的计算公式
方程组（"）的 (点线性隐格式［)!""］的半离散化形式为
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式中 - 是河宽 %对于固定的时刻 5 和坐标 0，." ! "，/" ! "是由方程组（*）确定的 ." 和 /" 的隐函数，." 和 /"

是独立的自变量 %
方程组（*）改写为
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对式（(）两端分别关于 ." 和/" 求导，就可得到关于 ." ! "
. %&.
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关于 ." 求导：
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式中 6#是边坡 %
关于 /" 求导：
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根据式（,）和式（0）可计算出 ." ! "
. ，/" ! "

. 和 ." ! "
/ ，/" ! "

/ %由式（(）1（0）可以看出，求未知量 ." ! "，/" ! "的

式（(）以及求未知量 ." ! "
. ，/" ! "

. ，." ! "
/ ，/" ! "

/ 的式（,）和式（0），只是常数项不同 %因此，求 ." ! "，/" ! "和求
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!" ! "
! ，#" ! "

! 以及求 !" ! "
# ，#" ! "

# 可以采用相同的计算方法 $在解后 # 个方程组，即求解 !" ! "
! ，#" ! "

! ，!" ! "
# 及

#" ! "
# 时，边界条件用差商近似代替 $当!很小时，差商有可能不稳定，采用较稳定时的差商的线性插值作为
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即得每一固定时刻 "!和固定坐标 *!+ 处的(（!）$其中：
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! 算 例

设一长 "$ +,、过水断面是矩形、河宽 "$,的河道，糙率 1 - $.$#/ $恒定流算例：上游端水位 / ,，下游端
水位固定为 &,，在充分长的时间后，每一处的水位和流量不变 $非恒定流算例：上游端水位 / ,，下游端水位
以 %,为中心，作振幅 ",的正弦波振荡，周期是 "# 0 $分别取!+ - "$$，#$$，%$$ ,，!- "，#，/，"$，#$，&$，1$，
"$$，&$$ (进行计算和分析 $其中!+，!分别为计算的网格步长和时间步长 $计算得到的恒定流和非恒定流的

%(（!）%和 3$见表 " 2 % $
表 " 恒定流的%!（!）%

#$%&’ " %!（!）% () *+’$,- )&(.

!+ 4,
%(（!）%

!- " ( !- # ( !- / ( !- "$ ( !- 1$ ( !- "$$ ( !- &$$ (

"$$ ".$1#&#% "."#’313 ".&%#1’4 ".’%%/13 /.’&#%’# 4.$4/$13 "%./3%&1$
#$$ ".$1$44/ "."#%33$ ".&&%44$ ".’#31#1 /.’#"#3& 4.$3"3#4 "%.1%1’%$
%$$ ".$/4%$1 ".""34"& ".&#$’$/ ".133’’# /.1/3#/% 4.$/4$#" "%.’"%’&$

表 / 非恒定流的%!（!）%
#$%&’ / %!（!）% () 01*+’$,- )&(.

!+ 4,
%(（!）%

!- / ( !- "$ ( !- #$ ( !- &$ ( !- 1$ ( !- "$$ ( !- &$$ (

"$$ "."/"$%1 ".&#$"%& ".’$#’"4 #."#/’&/ 1.’’31$/ "#.#1433$ //.%#"%/$
#$$ "."#11"& ".&&#$’# ".’"’&43 #."%3%$$ &.1"4’3$ 3.&&34"$ /1.’’/#1$
%$$ /&."&4’3$ "".&#"4/$ "./%11$/ ".334’"$ #.’331’% %.#"#&&4 #’.44/’4$
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表 ! 恒定流的 !"

#$%&’ ! !" () *+’$,- )&(.

!! "!
#" " #$ %

!& % # !& ’ # !& ( # !& %" # !& )" # !& %"" # !& *"" #

%"" "+")’*’*),- "+")*-,.’/( "+"),(*())* "+"/..(),() "+"/,,/.(*) "+"/",("),( "+".(*%.(’,
’"" "+")",,.,** "+")’.-(’*’ "+"))-/)"’) "+"/’-)’()" "+"/,),,’’/ "+"/"-%-’/( "+".(.,-%."
."" "+"(,."(/(/ "+"(--")))’ "+").%.%"%* "+")--//’"’ "+"//)(.’*( "+"/"(,"’"/ "+".(/%(/)"

表 / 非恒定流的 !"

#$%&’ / !" () 01*+’$,- )&(.

!! "!
#" " #$ %

!& % # !& ’ # !& ( # !& %" # !& )" # !& %"" # !& *"" #

%"" "+"*"’"-’/- "+"*’"%.*"" "+"*(%*(-"’ "+"*/(’..-( "+"-)*’)/(* "+%%’),--"" "+%,%.".,""
’"" "+"’(*’’(() "+"**’"/%,- "+"*(,)-..( "+"*,*%**** "+".*).)("" "+",**-,%". "+%,(-%/)""
."" %"+.’//)"""" %+"*’%,(""" "+"’/**"’)% "+"’)-*.).. "+"’---.(), "+"*’%’**/- "+",-)%-’/%

由表 %和表 ’可见：!$（!）!值大多很有规律性，它们随!的增加而增加，随!! 的增加而减少；个别

!$（!）!没有规律，它们突然变得很大，这些值位于!& "的附近 %这说明，步长!越小，计算不一定越稳
定 %此结论与文献［*，%’］的结论一致，这是非线性稳定性的独有特征 %从表 %和表 ’中!$（!）!值的变化也
可以看出，要提高计算格式在时步长!很小时的稳定性，可通过减小!! 的方法来实现 %
由表 *和表 .可见：恒定流的 #"位于 "+". 0 "+", #$ %之间，近似于常数；非恒定流的 #"大多位于 "+"’ 0

"+% # $ %之间，变化也不大 %这两例 #"的差异还说明，非线性稳定性不仅与差分格式有关，还与初边值条件或

者说与原微分方程解的性质有关 %此结论与文献［*")］的结论一致 %表 ’和表 .中的部分数据显示，必须合理
地选择或搭配!! 和!%

/ 结 语

非线性计算的稳定性问题是流体动力学方程组求解中不容易解决的一个重要问题，尽管目前有很多的

稳定性判别方法，但都不能使稳定性问题予以完美解决，稳定性理论尚在发展中 %本文基于非线性稳定性的
一般概念，提出了一种判别非线性稳定性的近似方法，并且用此方法判别了 .点线性隐格式计算圣维南方程
组的稳定性，得到的结论与现有文献提出的观点一致 %本文还提出了通过对时步长!和网格步长!! 的搭
配，改善格式的稳定性，是个有益的方法的观点 %
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