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摘要：针对用整数阶模型代替实际复杂的非整数阶模型来进行控制器设计往往造成较大误差而收

不到较好的控制效果的问题，为了能够在实际工程中获得良好的控制效果，以 /层框架结构为对
象，把分数阶模型引入到预测控制系统中，研究了基于位移响应的分数阶预测控制方法，具体包括：

基于位移响应的传递函数的推导，分数阶微分算子的整数阶近似，分数阶预测控制器的设计以及仿

真分析 #仿真结果表明，采用该控制方法对结构振动位移响应等具有较好的控制效果 #
关键词：分数阶；预测控制；位移响应；框架结构
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预测控制是一种基于模型并且对于模型的精度要求不高却具有较高的控制性能的先进控制方法，它直

接产生于工业过程控制应用中，并在工业实践中不断发展和完善［!!.］# @*;A567于 !-&%年首次阐述了预测控制
算法产生的背景、机理以及应用效果［$］#预测控制主要包括 $个要素：预测模型，滚动优化，反馈控制 #由于预
测控制采用的是有限时域滚动优化方法，从而保证了其具有良好的控制效果 #
目前，预测控制的研究主要针对整数阶模型，然而，研究发现大多实际动力系统都为非整数阶模型，如黏

滞系统、电解质极比、电磁波等，而用整数阶模型来描述分数阶模型会使数学模型与实际系统之间产生较大的

误差 #将分数阶微分算子引入到动力系统中特别是非线性动力系统中能够获得较好的模型，这种把分数阶微积
分理论推广到控制理论中，即为分数阶控制理论［9］# BC6*;*; 等［/］针对分数阶对象的最优控制问题提出了最优化
条件和解决方案；DCEE*FA305G57等［’］将根轨迹法扩展到分数阶线性时不变系统 #目前，有关分数阶系统控制的研
究主要集中于 HIJ单自由度控制系统［&!-］，包括分数阶控制系统的仿真［!"］、优化［!!］、新控制策略［!.］等 #
为了能够在实际工程控制中获得良好的控制效果，笔者把分数阶模型引入到预测控制系统中，并推导出

分数阶预测控制的方法，研究了基于位移响应的分数阶预测控制方法，主要包括基于位移响应的传递函数推

导、分数阶的整数阶近似、控制器设计及仿真 9个步骤 #

$ 基于位移响应的分数阶近似
在传统建模中，一般假设结构阻尼与位移的一阶导数成正比，即阻尼力为 !"#（ !），而实际的阻尼力应为

!［#（ !）］（!），［#（ !）］（!）表示 #（ !）的!阶导数，注意：这里的!是分数 "设在地震作用下含比例阻尼的分数阶
动力系统的振动方程为

$%&（ !）# !［&（ !）］（!）# ’&（ !）$ ()（ !）% $!&’(（ !） （!）
式中：&（ !）———) K ! 维位移状态矢量；$，!，’———建筑物质量、阻尼和刚度矩阵，均为 ) K ) 维矩阵；
&’(（ !）———地震波的加速度；(———) K * 维的作动器的定位矩阵，* 是作动器的个数；)（ !）———* K !维的控
制力矢量；!———) K !维的地震作用影响矢量 "由于在多自由度系统中，振型" 对于质量矩阵$ 和刚度矩
阵’ 是正交的，同时假设阻尼为比例阻尼 "引入 ) K !维矢量 *（ !），则令

&（ !）$ "*（ !） （.）
将式（.）代入式（!）中，并左乘"<，" 为 ) K ) 维的振型矩阵 "可得

$+
%*（ !）# !+［*（ !）］（!）# ’+ *（ !）$ !+ &’(（ !）# (+ )（ !） （$）
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其中 !! " !!!! "! " !!"! #! " !!#! "! " #!!!" $! " !!$
式（"）包含 $ 个单自由度系统，可表示为

%!&’(&（ )）* +!&［ (&（ )）］（!）* ,!&(&（ )）" "!&’-.（ )）* /!&%（ )） （ & " #，$，"，⋯，$） （%）

%!& " !!（ &，&） +!& " "!（ &，&） ,!& " #!（ &，&）

式中：/!&———$! 的第 & 行元素；"!&，(&（ )）———矢量"! 和 &（ )）的第 & 个元素；%!&，+!&，,!&———质量矩阵 !!、

阻尼矩阵 "!、刚度矩阵 #! 中的第 & 行 & 列的元素 0
令!1& &"!& ’-.（ )）’ /!&%（ )），代入式（%），得

%!&’(&（ )）* +&［ (&（ )）］（!）* ,!&(&（ )）"!1&（ )） （(）
当初始状态为零时，对式（(）进行 )*+,*-.变换，可得

2&（ 3）"
4&（ 3）
"5&（ 3）"

#
3$ * +（!）!& 3 * ,!&

（/）

式中：2&（ 3）———整个系统中输入为!1&（ )）、输出为 (&（ )）的第 & 个单自由度系统的传递函数；6———)*+,*-.变
换算子 0由于不能直接对含分数阶的系统进行控制器设计，所以必须采用滤波器先对式（/）中的分数阶 3（!）

进行滤波近似 0本文采用 0123*,4+等［#"］提出的算法，假设拟合频率段为（#7，#8），则 3（!）可构造如下滤波器的
传递函数：

29（ 3）" ,9#
:

; " # :

3 *#<;
3 *#;

（5）

其中 ,9 " #!8 #<; " #7
#8

#( )
7

; * :*67(（##!）
$:*#

#; " #7
#8

#( )
7

; * :*67(（#*!）
$:*#

式中：:———整数；$: ’ #———滤波器的阶次 0用式（5）的 29（ 3）代替式（/）的 3（!），则传递函数 2&（ 3）可近似为

!2&（ 3）"
3（$&）* =# 3（$& ##）* ⋯ * =$& ##

3 * =$&

3（$&）* ># 3（$& ##）* ⋯ * >$& ## 3 * >$&
（8）

式中 $& 为正整数 0把式（8）转换为状态方程表示：
?@&（ )）" ’&(&（ )）*$$ &%1&（ )）
(&（ )）" "&(&（ ){ ）

（ & " #，$，"，⋯，$） （9）

式中：(&（ )），$$ &———$& : #维列矢量；"&———# : $& 维行矢量；’&———$& : $& 维矩阵 0
把!1&（ )）&"!& ’-.（ )）’ $!&%（ )）代入式（9），可得

)( &（ )）" ’&(&（ )）* $&%（ )）* *& ’-.（ )）
(&（ )）" "&(&（ ){ ）

（ & " #，$，"，⋯，$） （#6）

其中 $& "$$ &$!& *& "$$ &"!&

将式（#6）组装为整体状态方程，即
)+（ )）" ’+（ )）* $%（ )）* * ’-.（ )）
&（ )）" "+（ ){

）
（##）

其中 +（ )）"
@#

@









$

$ "
/#

/









$

* "
A#

A









$

&（ )）"
(#

(









$

’ " ;<*=（B#，B$，⋯，B$） " " ;<*=（+#，+$，⋯，+$）

! 预测控制器设计
设控制输出方程为

,（ )）" -.（ )） （#$）
式中：,（ )）——— ! : # 维的列向量；-——— ! : $ 维的观测矩阵，即全由 6 或 # 组成的矩阵，其中 6 > !& $；
.（ )）———$ : #维楼层位移响应 0若采用无时滞预测控制设计，由式（$）可得控制对象状态方程为
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!"（ !）" #"（ !）# $%（ !）# &$%&（ !）
’（ !）" (!)"（ !{

）
（!"）

设离散周期为 ’，且设 * # (!)，则离散化状态方程为
"（( # !）" #$"（(）# $$+（(）# ,!)（( # !）# ,%（)（( # !）* )（(））
’（(）" *"（({ ）

（!&）

其中 #$ " ’#’ $$ " ,!$ ,! "!
(

)
’#!$! ,% " * !

’!
(

)
’#!!$!

式中：)（(）———地震波；+（(）———作动器控制力 +
选取预测步长为"，在采样时刻 (’ 假设理想输出序列 ’,（ (）为零且在［ (’，（ ( *"）’］时段内采用阶跃

控制力，取相应维数的半正定权矩阵 -（ -）（ - # !，%，⋯，"+ !）和正定权矩阵 .，定义费用函数为

. " !
%"

"

- " !
［’（( # - (）* ’,（( # - (）］(-（ -）［’（( # - (）* ’,（( # - (）］# !

%"
"

- " !
+(（( (）.+（( (）

（!,）
则可得 (’ 时刻的控制力为

+（(）" *#*!$#/（(）#"*!%（(） （!-）

其中

" " "
"

- " !

$0(（ -）*(-（ -）*$0（ -）# .

$ " "
"

- " !

$0(（ -）*(-（ -）*$1（ -）

%（(）" "
"

- " !

$0(（ -）*(-（ -）’,（( # -）

$1（ -）" # -
/

$0（ -）"（ 2 3 #/ # #%
/ # ⋯ # #- *!

/ ）$

















/

（ - " !，%，⋯，"）

! 仿真计算实例
以 ,层剪切型框架结构作为研究对象（图 !），取 0 为 , . ,维的单位矩阵，即以各楼层的位移为控制输

出 +在楼层 !，%布置作动器 +初始处于静止状态，外部激励为水平方向的地震荷载，选择 /01’2345波作为水平
方向激励，结构阻尼比为 )6)%；各楼层的质量均为"%) 3，刚度为 &" 78 9 : +选择分数阶$分别为 )6;，)6;,，
)6<，其含义为：若$# )6<，表示阻尼力与位移的 )6<阶导数成正比 +因为数据很多，仅列出$# )6<的部分代
表性结果 +在采用分数阶微分滤波器近似时，考虑到建筑结构的特点，选择的拟合频率段为（)6))! 4=$ 9 >，!))
4=$ 9 >），1 # %，即滤波器的阶次为 ? +在控制器的设计中，所采用的预测步长"# & +式（!,）定义的费用函数中
的权矩阵选择为：- 为 ",维对角矩阵，其对角线上的元素均为 % . !)!%，. 为 % . %阶对角矩阵，其对角线上
的元素均为 ! +当地震波为 /01’2345波，$# )6<时，各层的位移控制结果见表 ! +

图 " #层框架结构
$%&’ " ()*+,- ./ /%0*12+.3*4 /356* 2+37,+73*

表 " 分数阶预测控制法各楼层位移响应的控制结果
859:* " ;.<+3.: 3*27:+2 ./ =%2>:5,*6*<+ 3*2>.<2* ./

*5,- 2+.3*4 72%<& /35,+%.<5:1.3=*3 >3*=%,+%0* ,.<+3.: 6*+-.=

楼层
未控制 控制后

峰值 2: 均方差 9 : 峰值 9 : 均方差 9 :

! )6)?,% !6%%<? )6));; )6)<&,
% )6!&&% %6",<< )6)!-; )6!;!"
" )6%)!- "6%<;; )6)%", )6%,"&
& )6%&%? "6<?), )6)%;" )6"),)
, )6%-&! &6"%), )6)"); )6""!;
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以第 !楼层为例，控制效果见图 !，第 !作动器控制力时程曲线见图 " !

图 ! 第 !楼层位移响应控制效果
"#$% ! &’()*’+ ,--,.) ’- /#01+2.,3,()

*,01’(0, ’- 0,.’(/ 0)’*,4

图 5 第 !作动器控制力时程曲线
"#$% 5 6#3,78#0)’*4 .9*:, ’- .’()*’+

-’*., ’- 0,.’(/ .’()*’++,*

从图 !和图 "可以看出，本文提出的控制方法的控制效果非常好 !同时，笔者对于!为 #$%，#$%&时也进
行了仿真，控制效果依然非常好 !

; 结 语

2% 在分数阶预测控制实现过程中，由于实际系统的自由度多，维数较高，不利于控制的实现，因此，可以
用模态降阶法等首先对系统进行降价；同时，用整数阶近似分数阶时传递函数阶数可能较高，从而导致所设

计的控制器阶数较高，也可以先对该控制器进行降阶处理，然后再进行设计 ’
<% 实际测量响应多为加速度响应，要获得位移响应，需要重构系统，这既复杂又易产生额外的误差，因

此可以采用加速度输出等进行控制器的设计 ’
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《水利水运工程学报》更改刊期及征稿启事

《水利水运工程学报》创刊于 "$@$年，是水利部主管，南京水利科学研究院主办的学术性
科技期刊 >《水利水运工程学报》为“全国中文核心期刊”和“中国科技核心期刊”，同时被《中国
学术期刊综合评价数据库》、《中国期刊全文数据库》、美国《剑桥科学文摘（自然科学）》等国内

外多家数据库和检索机构收录 >
随着《水利水运工程学报》影响力的不断扩大和众多作者的积极投稿，现行出版周期已不

能满足读者和作者的需求 >为了让更多的读者及时了解国内外有关水利水电、水运交通、海洋
工程、岩土工程、水文水资源等相关领域的最新研究成果与前沿动态，进一步加强学术和技术

交流，!#""年 %月，报经水利部同意，江苏省新闻出版局审核批准，从 !#"!年起，《水利水运工
程学报》的刊期由季刊更改为双月刊 >热忱欢迎业内专家学者、科技人员和高校师生踊跃投稿 >
电话：#!A!%A%!$"BA 传真：#!A!%A%!$"B# C:(+’0：D6-1’E6-1’ > /6
通信地址：南京市鼓楼区虎踞关 BF号 邮编：!"##!F
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