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地面沉降变形非线性完全耦合数学模型
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摘要：基于多孔介质有效应力原理的渗流 变形耦合，考虑孔隙度、渗透率非线性变化，建立三维地

面沉降变形完全耦合数学模型，并给出了模型的有限差分解法 #该模型可以刻画地下水开采、建筑
物荷载、基坑降水等作用下的三维地下水渗流场和地层变形位移场，分析地面沉降的三维变化与非

线性特征，为地面沉降研究与防治提供技术手段 #
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因地下流体（如地下水、石油天然气、地热等）过量开采而导致的地面沉降，已成为目前全球面临的比较

严峻的环境地质灾害问题［!］#长江三角洲是我国地面沉降最严重的地区之一 #因开采地下水，上海于 !-.!年
就已发现地面沉降现象，截至 .""@年地面沉降已达 .>’ 5［.］#地面沉降作为缓变型地质灾害，不仅会造成巨
大的危害和经济损失，而且还会对未来工程建设构成潜在的隐患和威胁，影响人们的生产和生活 #
数学模型法作为地面沉降预测评价最重要的手段之一，一直是国内外学术界密切关注的研究领域 #本文

尝试建立基于多孔介质有效应力原理的非线性地面沉降变形完全耦合数学模型，并给出其有限差分解法 #

$ 地面沉降完全耦合数学模型研究概述

$ #$ 完全耦合模型研究现状及分析
按照地下水渗流模型和土体变形模型结合形式，地面沉降数学模型可分为三大类：两步走模型、部分耦

合模型和完全耦合模型［$］#
完全耦合模型的理论基础是 B*<C三维固结理论［/］，其假设孔隙水与土体颗粒不可压缩以及水流符合达

西定律，根据有效应力原理、土的连续性方程和应力平衡方程并结合地下水流方程，推导建立了三维固结理

论，奠定了多孔介质流固耦合渗流理论的基础 #
在求解地面沉降方面，D98*+等［@］以此为基础提出完全耦合模型，并运用于威尼斯的地面沉降计算中，结

果表明水头下降和地面沉降比两步计算较快地趋于稳定 # E6F,等［’］分析了各向异性多孔介质因点汇导致的
地面沉降 # G*+等［&!%］用完全耦合模型分析了在有潜水的含水地层中抽取地下水引起的地面沉降问题 #近年
来国内也开展了地面沉降完全耦合模型的研究，陈杰等［-］运用 B*<C二维固结有限元程序计算了某长江公路
大桥桥位区因长期过量开采地下水而引起的地面沉降 #骆祖江等［!"］以 B*<C三维固结理论为基础，引用孔隙
度、渗透率非线性动态变化模型［!!!!.］，利用有限元方法，模拟了上海市第四纪松散沉积层某深基坑降水引起

的地面沉降问题 #
以上完全耦合模型，虽然一般都以 B*<C三维固结理论为基础，但实际上关注和计算的还是垂向沉降，而

对水平位移基本上没有分析和讨论 #而实际上地面变形是三维的，其水平位移通常是存在的，而且也相当重
要 #许多现场量测结果表明，地下水抽取引起地面沉降的同时，也会引起地层的水平位移，有些地方还伴有地
裂缝的出现 #地面建筑物出现倾斜倒塌以及地裂缝的形成，除与地面沉降不均匀性有关外，还可能与水平位
移及水平应力密切相关［!$］#
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油气开采同样会诱发地面沉降和变形［!"!!#］，严重时会导致套管损坏，甚至油井报废［!$］%油田统计资料证
实大部分套管发生错断剪切破坏，这可能是因岩体发生水平错动而致 %田杰等［!&］基于流固耦合渗流理论，分
析了采油过程岩体的变形，指出采油过程中孔隙压力消散，有效应力增加，水平位移不断加大，采油层受压剪

作用易发生套损 %
除地下水开采外，近年来大规模的工程建设已成为地面沉降新的影响因素 %以上海为例，因工程建设量

大，而浅层又是软黏土层，所以地面沉降原因已由单纯的开采地下水转向开采地下水和城市建设活动双重因

素［!’］，而且在当前微量沉降阶段，工程建设及运行所引起的地面沉降占总沉降的权重显然会越来越大 %通常一
维固结模型假设荷载是常数，因此它无法描述工程建设对地面沉降的影响 %龚士良［!(］分析了软黏土的微观结构
性质对于浅层沉降的影响，而唐益群等［)*］则从模型试验角度研究了高层建筑群对地面沉降的影响效应 %
! %" 完全耦合模型的发展方向
如上文所述，地面沉降变形通常具有三维特征，而并非只体现为垂向沉降，水平位移同样占有重要的地

位 %此外，当前工程建设对于地面沉降的影响权重越来越大，因此只有采用三维土体变形理论才能更好地描
述地面变形的三维特征和复杂荷载的影响 %
因地下流体开采（包括基坑降水）或地面建筑物荷载作用所诱发的地面沉降，其机理是类似的，即随着孔

隙水压力消散，有效应力增大，土体产生压缩变形，进而表现为土层表面的位移；土体的变形同时又会导致孔

隙度和压缩系数、渗透系数等发生变化，从而影响地下水的渗流特征 %可见地面沉降是一个水 土相互作用的
过程，属于典型的多孔介质流固耦合问题，因此从理论上说，应采用多孔介质流固耦合渗流模型描述和分析

地面沉降，换言之，只有使用完全耦合模型才能更好地刻画地面沉降过程的流固耦合物理实质 %
将以上二者结合建立地面沉降变形的三维完全耦合模型，并进行三维变形和渗流耦合分析是非常必要

的，也是当前地面沉降模型应深入研究和发展的方向［+］%

" 基于多孔介质有效应力原理的完全耦合数学模型
" %! 基于多孔介质有效应力原理的流固耦合渗流模型
文献［)!］从渗流力学角度出发，解析导出了基于多孔介质的有效应力原理，其形式［)!!))］为

!!"# $!"# %"&#"# （!）
式中：!!"#———饱和多孔介质有效应力；!"#———总应力；&———孔隙流体压力；"———孔隙度 ’与经典有效应力公
式比较，式（!）不同之处在于用"代替了 ,-./0123有效应力系数 !或 4356孔隙弹性系数$’多孔介质各种机制
的变形都可能导致孔隙度变化，因此孔隙度可作为表征多孔介质结构状态的重要特性参数 ’而式（!）中"的
出现恰好体现了多孔介质中的流固耦合效应，即固体骨架变形和流体流动的相互作用 ’
在流固耦合渗流研究领域，笔者引进该有效应力原理，以代替经典 ,-./0123有效应力原理，建立了完备

的多孔介质流固耦合渗流数学模型［!)，)+］，并进一步对该模型开展了工程应用研究［)"!)$］%结果表明经典
,-./0123 一维固结理论及 4356三维固结理论是该模型的简化和近似［!)，)#］%该模型不仅采用了基于多孔介质
的有效应力原理，而且考虑了孔隙流体和固体颗粒的压缩性，并且包含了多孔介质孔隙度和渗透率的非线性

动态变化模型，而 4356固结模型推导过程中忽略了孔隙水和土体颗粒的压缩性，采用了定水力参数 %而如前
文所述，地面沉降过程正因为是典型的流固耦合过程，所以土层参数和水文地质参数实际上呈现随土体变形

而变化的非线性特征，而非保持常数 %
" %" 地面沉降完全耦合数学模型
下面以饱和多孔介质流固耦合渗流数学模型［!)］为基础，建立饱和土体地面沉降完全耦合数学模型 %

) 7)7! 控制方程组
)7)7!7! 应力场平衡方程
应力场平衡方程为

!"#，# ( )" $ * （)）
式中 )" 为作用在土体上的体积力 ’
联立式（!）和式（)），得到以土体有效应力和孔隙水压力表示的应力场方程：

!!"#，# (（"&#"#），# ( )" $ * （+）
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土体骨架本构关系：

!!"# $ !"#%&!%& （!）
式中：!"#%&———劲度矩阵，可以为弹性矩阵，也可是弹塑性矩阵等，由土体本构关系决定；!%&———应变张量 ’目
前较常用的土体本构方程有修正剑桥模型和邓肯 张模型等 ’为描述简单起见，假定土体骨架为各向同性线
弹性体，则有

!!"# $"#($"# ) "*#"# （#）
其中"，#( 和 * 分别为土体的 $%&’系数、骨架体积应变和剪切模量，且满足

" $ +%
（( )%）（( , "%）

* $ +
"（( )%） #( $ ,

!

·" $ , !
-.

!. )!
-/

!/ )!
-0

!( )0
（)）

式中：+———土体杨氏模量；%———泊松比；-.，-/，-0———土体骨架 .，/，0 方向的位移 ’
几何方程（假定土体符合小变形假设）：

#"# $ , (
"（-#，" ) -"，#） （*）

将式（#）代入式（+）并结合式（*），得到位移场方程组：
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如只考虑土体自重，则式（-）可简化为
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其中’/［（( 0&）(1 2&(3］4，(1和(3分别为土体颗粒密度和孔隙水密度 ’
"4"4(4" 渗流场方程
考虑孔隙水和土体颗粒的压缩性，假设二者体积弹性压缩模量分别为 5 5，51，设土体渗透率张量为 #，

三向主渗透率依次为 %.，%/，%0，参考文献［("］的推导方法，可给出压力场方程：

(
)
!
!. %.!

2
!( ). ) !!/ %/!

2
!( )/ ) !!0 %0 !

2
!0 )’( )[ ]{ }3 $ ,!#(

!6 )
( ,&
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) &5( )
5
!2
!6 ) 7 （(,）

假设土体渗透率各向同性，式（(,）简化为

!(· %
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式中：%———各向同性渗透率；8———高度 ’
如忽略重力影响，有
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式中 7 代表源汇项 ’
"4"4(4+ 孔隙度渗透率非线性变化模型
地面沉降属典型的水 土耦合渗流过程 ’孔隙水压力的变化，会引起土体骨架有效应力的变化，进而导致

孔隙度、渗透率等的变化，同时这些变化又反过来影响孔隙水的流动和压力的分布 ’根据固结系数的定义，它
与渗透率、压缩系数直接相关，而贮水系数则与孔隙度、压缩系数等有直接的换算关系［"*］，因此在地面固结

沉降过程中，土层参数和水文地质参数都是动态变化的，这已经被人们所认识和接受［(,"("，"#，"*"".］’
文献［("］充分考虑流固耦合作用，建立了物性参数动态变化模型，其中孔隙度非线性模型如下：
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! ! ! "
（! "!"）（! "!# $ %# &"##’）

! &$(
（!$）

式中：!"———土层初始孔隙度；"#———土体热膨胀系数 )如果忽略温度场效应，则式（!$）简化为

! ! ! "
（! "!"）（! "!# $ %#）

! &$(
（!%）

根据渗流力学 &’()*+方程，可导出渗透率的变化模型为

* !
*"

! &$(
! &$(

!"
"!

# $ %#（! "!"）

!
[ ]

"

$
（!,）

式中 *"为初始渗透率 )
式（-）、式（!.）和式（!%）构成地面沉降控制方程组，该方程组共有 ,个方程，而求解变量为 +,，+-，+.，

!，#，总计 ,个，可见方程组是封闭的 )
././. 定解条件
对于上述控制方程组，应补充适当的边界条件和初始条件，才能构成定解问题 )

./././! 初始条件
通常指初始时刻土层孔隙水压力和位移场的原始分布 )渗流场、位移场和孔隙度初始条件分别为

#（,，-，.，/）
/ ! "

! #"（,，-，.） （!0）

!（,，-，.，/） / ! " ! !" （!1）

!（,，-，.，/）
/ ! "

!!" （!2）

式中：#"———原始地层孔隙水压力分布；!"———土体初始位移，可取为 ! )
./././. 边界条件
通常较常用的渗流场边界条件有第一类和第二类边界条件，即孔隙水压力满足定压或定流量边界条件 )

定压边界条件和定流量边界条件（忽略重力效应）分别为

#（,，-，.）% ! #3 （!-）

!" *
&

!

#·"4% ! 0 （."）

式中：#3———边界%上的孔隙水压力；"———边界%的法向量；0———边界%已知流量 )
如果边界是自由面（自由排水面），则有 #（,，-，.）% 5 "，即属定压边界的一种特殊类型 )
如果边界是封闭边界（不透水边界），则有 6（* $&）

!

#·" % 5 "，即属一种特殊的定流量边界 )
同理，位移场边界条件也可给出如下（以第一类边界条件为例）：

!（,，-，.）% ! !3 （.!）
式中 !3为边界%上的已知位移矢量 )
然而对于地面沉降问题，所涉及土层区域内位移场边界条件可能难以直接给出 )为此，可采用“扩展

法”［!,］，将研究区域取得足够大，如拓展至自然边界（固壁边界），即可给出位移场边界条件［.0］：

!（,，-，.）%!
! ! （..）

式中%!为扩展后的“计算区域”所对应的边界 )
至此，控制方程组（式（-）、式（!.）和式（!%））以及定解条件（式（!0）7（."）和式（..））即构成地面沉降变

形非线性完全耦合数学模型，对于此数学模型，可采用有限差分、有限元等数值方法求解 )

" 模型数值解法
此处给出模型的有限差分解法 )
#$ 给定初始时刻的孔隙度、渗透率和孔隙水压力等 8
%$ 结合给定的压力场和位移场边界条件及上述时刻的孔隙度、渗透率等，先采用全隐式有限差分法将

方程（-）和（!.）离散为相应的代数方程组，然后再利用强隐式（9:;）联立迭代法对上述方程组求解，从而计算
出第 !个时间步的三向位移和孔隙水压力 8
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!" 将第 !个时间步的三向位移和孔隙水压力代入方程（!"），得出第 !个时间步的孔隙度分布；再代入方
程（!#），得到与孔隙度对应的渗透率分布 $

#" 利用第 !个时间步的孔隙度和渗透率以及位移场和压力场，返回 %，重复上述过程，便可得到第 &、第
’⋯⋯即不同时间步的结果，直到计算结束 $

$ 结 语

本文建立了地面沉降变形的非线性三维完全耦合数学模型，它充分考虑了地面沉降过程的流固耦合物

理实质，是对 ()*+固结理论的合理改进和完善 $它可以计算地下水开采或建筑物荷载作用下的三维位移场和
渗流场，并分析地面沉降、水平位移及压力场之间的相互影响和作用 $在数值方法方面，采用全隐式有限差分
法离散控制方程，该方法简单易懂；并采用强隐式联立迭代法求解离散后的方程组，该迭代方法效率较高，适

合于三维问题大型稀疏方程组的求解 $
下一步可针对区域性地面沉降或具体工程地面沉降，首先对上述三维模型进行验证和标定，反演求得更

为准确的土层参数和水文地质参数，再进一步用于地面沉降的预测和模拟，从而更加全面和深入地认识地面

沉降变形的三维变化与非线性特征 $
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