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摘要：基于小波多辨分析思想，选择三次 CDE8*FD区间样条函数作为多小波尺度基函数，用于构建
梁单元多尺度位移近似空间；由最小势能原理，推导出欧拉弯曲梁有限元平衡方程 #结果表明：该小
波单元可通过改变多小波尺度函数的尺度来重新划分网格，从而可自由调节小波单元的计算精度；

其计算精度与采用具有相同网格划分的任意多个传统欧拉弯曲梁单元求解的精度完全相同；该小

波单元更加清晰地反映了小波有限元与传统有限元之间的关联 #
关键词：三次 CDE8*FD区间样条函数；尺度函数；多小波；有限元
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近十几年来，小波有限元理论取得了许多重要成果，并已成功地应用于机械、土木等领域［!!$］#针对结构
中最为常用的一维梁构件的计算分析，目前已有较多的有关小波有限元的文献［5!!"］，从中可以发现，无论是

T9NQDB@*D+小波有限元［/!’］，还是区间三次 J样条小波（J3US）有限元［&］以及二代小波有限元［%］等，都需要借
助基函数系数与待求物理参数之间的转换矩阵关系，来确保单元公共边界的连续性 #而转换矩阵的求解涉及
矩阵的求逆，对于高尺度、多维问题容易出现数值不稳定现象［5］#另外，因 T9NQDB@*D+小波有限元、二代小波
有限元等没有具体的解析函数表达式，所以，只能通过数值方法得到联系系数矩阵，求解其导数，而当小波尺

度基函数的尺度达到较大的数值时，联系系数矩阵也会出现数值不稳定现象［5］，从而使单元刚度矩阵和质量

矩阵等参量的求解精度得不到保证［5］，且有时其求解较为困难［&］#
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本文选择三次 !"#$%&"区间样条函数作为多小波尺度基函数，用于构建梁单元的位移空间；其基函数系
数与待求物理参数完全相同，因而可以避免求解转换矩阵；再者，该多小波尺度函数有较为简洁的解析函数

表达式且支撑区间小，其单元刚度矩阵和质量矩阵等参量计算结果与传统的欧拉弯曲梁单元一致，所以，其

推导过程，简单明了，物理意义明确，易于理解 ’

! 弯曲梁位移多尺度空间

!"! 多小波尺度函数
本文取三次 !"#$%&"区间样条函数，其表达式为［((］：
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三次 !"#$%&"区间样条函数有如下特性：
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式中#为 -#./"01"#符号 &函数!(（"），!)（"）曲线如图 (所示 &

图 ! 三次 #$%&’($区间样条函数
)’*+ ! !!（"）,-.!/（"）01%2$3

根据小波多辨分析理论［()］，对于长度为 ’ 的梁，其任意 ( 尺度位移空间的基函数$( 可以取为

$( ! !(（("），)"!)（("），⋯，!(（(" # *），)"!)（(" # *），⋯，!(（(" # (），)"!)（(" # ([ ]） （2）

其中 )" ! ’
( " !

+ # +*
)"

式中：+*———梁端的整体坐标值；+———梁上任意点的整体坐标值；*，(———正整数 &
在尺度 ( 3 (，)下，本文的基函数在区间［*，(］上的分布如图 )所示 &

!"/ 弯曲梁位移空间
由小波理论中的多辨分析思想，由基函数$( 构建的尺度空间随尺度的逐级增大可形成一个相互可套、

逐级包含的子空间序列 &在尺度空间 ( 中，基函数$( 是密集分布的，即

,(：!｛$(：( ! !｝ （,( # ,("(） （4）
式中 ! 表示正整数 &
弯曲梁的挠度可以由 ( 尺度空间基函数$( 构成：

-( ! $("( （5）

其中 "( ! ［-*，%*］⋯［-*，%*］⋯［-(，%(( )］ 6

式中 -*，%* 分别为节点 * 处的挠度和转角 &
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图 ! 基函数!"，!!在区间［#，"］上的分布

$%&’ ! (%)*+%,-*%./) .0 ,1)2 0-/3*%./)!"（"）1/4!!（"）./ %/*2+516 .0［#，"］

! 弯曲梁的平衡方程
由式（!），可以得到弯曲梁的总势：
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式中：)（’），+*（ ’*）———作用于梁单元的分布力和广义集中力；,———梁的横截面面积；"———梁的密度；

#———梁的自振圆频率 -
式（&）经整理后可得
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式中：""———梁弯曲刚度矩阵；&"———梁的质量矩阵；$"，%"———等效分布力向量、广义集中力向量 -
根据最小势能原理，可以得到弯曲梁的平衡方程：
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!"# $ "%!!
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! 讨论与算例

!"# 讨论
有一梁单元，长度为 *，抗弯刚度为 +,，截面积为 -，密度为#，其上分别作用有均布荷载 ’ 和集中荷载

.，求其在不同尺度空间中的刚度矩阵、质量矩阵和等效荷载 /
由式（"#）计算可知，当尺度 " ’ "时，单元刚度矩阵和质量矩阵 !" 和"" 分别表示为
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等效荷载可以由式（""）得到，即
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当 " ’ $时，单元刚度矩阵和质量矩阵 !" 和"" 分别表示为
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当尺度 " - $时，由式（"#）、式（""）容易得到单元刚度矩阵和质量矩阵 !" 和 "" 及节点等效荷载向量的表达式 /
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因此，可以看出，随着尺度 ! 的增大、区间节段点的增加，小波单元刚度矩阵 !!、质量矩阵 "! 的阶数及

节点等效荷载向量的维数也随之扩展，相当于传统梁段的网格细化过程，但小波单元会自动生成各尺度下的

单元刚度矩阵和质量矩阵及节点等效荷载向量，而不像传统梁单元那样因重新划分单元，而需重新生成单元

刚度矩阵和质量矩阵及节点等效荷载向量，所以，小波单元的计算精度可以用尺度 ! 来自由调整，其作用相
当于 !台放大镜 "
由上述结果可以看出，该单个小波单元的刚度矩阵和质量矩阵 !!，"! 及节点等效荷载向量，和由相同

网格划分的梁构件用传统梁单元叠加而得到梁构件整体的完全相同 "这样，针对由弯曲梁单元组成的各种结
构的静动力问题，本文小波单元的求解结果与用传统梁单元的求解结果完全一样 "
!"# 算例
有一工字形钢（"#$ %）简支梁，跨度 # & ’(，梁的抗弯刚度为 $ & #)! * !$’ +,%，惯性矩 % & # -.$ /(0，截面

积为 & & -’)’ /(#，密度为!& .1$$ 23 4 (-，求该梁的前三阶自振频率 "
采用本文方法，整根简支梁仅用 !个小波单元来计算，其结果见表 ! "

表 $ 简支梁的自振圆频率

%&’() $ *&+,-&( .-)/,)012)3 4. 3256(7 3,664-+)8 ’)&5（-&8 9 3）

单个小波

单元尺度

传统梁

单元数 ’个
第一自振频率 ’
（5%6·78 !）

第二自振频率 ’
（5%6·78 !）

第三自振频率 ’
（5%6·78 !）

! & # # !9.)1! .-:)!’ !9.#)#.
! & 0 0 !9.)99 991)’: !’!’):0
! & 1 1 !9.)0$（!9.)-’） 999)!0（99:)0） !0::)9:（!’$9)!’）

注：括号内的数值为精确值 "

由表 !可知，随着小波单元尺度 ! 的增加，简支梁的第一、二、三自振频率逐渐趋于精确值［!-］（解析解），
表明可以根据需要调节尺度 ! 来改变单个小波单元的计算精度 "

: 结 论

&; 本文单个小波单元可以通过增加空间尺度、对单元进行网格细分，并由此直接导出单元刚度矩阵、质
量矩阵及节点等效荷载向量，从而达到提高单元计算精度的目的，其过程相当于以传统梁单元求解网格均匀

细分后的弯曲梁，而且，求解结果与单个小波单元解出的完全相同 ;
’; 本文小波单元的基函数系数与待求物理参数相一致，可以避免求解其他小波单元中的转换矩阵；另

外，该多小波尺度函数有较为简洁的解析函数表达式而且支撑区间小，求解效率高；边界条件处理与传统梁

单元一致 ;
1 ; 本文小波单元的计算简单明了，物理意义明确，易于理解 ;
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·简讯·

河海大学水文水资源与水利工程科学国家重点实验室

水资源高效利用与节水灌溉团队

获全国“农业节水科技奖”一等奖

近日，在全国农业节水技术交流暨第二届农业节水科技奖励颁奖大会上，河海大学水文水

资源与水利工程科学国家重点实验室水资源高效利用与节水灌溉团队完成的“南方灌区生态

节水工程建设与管理模式”获一等奖 8
该项目由河海大学水文水资源与水利工程科学国家重点实验室水资源高效利用与节水灌

溉团队副研究员罗玉峰、青年教授徐俊增、副教授王卫光等共同完成 8团队与高邮市水务局、高
邮灌区管理处合作，围绕国家粮食安全及水安全的重大需求，研究了南方生态灌区节水工程建

设、灌区水环境与景观建设、灌区灌溉决策与用水管理和灌区管理体制与运行机制等关键技

术，提出了清水、畅水、亲水、靓水四位一体的节水型生态灌区工程建设规划的先进理念，设计

了生态渠道断面衬砌形式，开发出新型 L形渠道衬砌设备与施工工艺，从灌区管理组织架构、
工程管理模式、水费收取制度、环境与水景观维护等方面构建了南方生态型节水灌区管理体制

与运行机制，成果总体达到国际先进水平 8国家重点实验室水资源高效利用与节水灌溉团队在
DEFE年就曾凭借“水稻节水灌溉理论及调控模式创新与应用”成果获首届农业节水科技奖一
等奖 8
会上，罗玉峰副研究员代表项目组作了学术报告，实验室主任彭世彰教授主持了“农业节

水应用基础研究”分会场报告会 8
（本刊编辑部供稿）
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