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摘要：根据 =<><,<*单胞的定义，在已知 =<><,<*单胞顶点的前提下，利用 ?@54A,4B三角网将 =<><,<*
单胞划分成若干四面体，通过求解四面体的体积得到 =<><,<*单胞的体积，最后应用算例验证了该
方法的可行性。

关键词：=<><,<*单胞；?@54A,4B三角网；四面体体积
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=<><,<*单胞是以自然相邻插值法进行形函数构造的自然单元法的基础［!!.］。自然单元法形函数的构造
方法有 M*J+<,法［$］和 N4L54;@法［/］.种，其中 M*J+<,法是以插值点对应于某一结点的二阶 =<><,<*单胞的勒贝
格测度与插值点的一阶 =<><,<*单胞的勒贝格测度的比值作为形函数。三维 =<><,<*单胞的勒贝格测度即为
=<><,<*单胞的体积，目前关于 =<><,<*单胞体积的计算最常用的方法是 N4++@>>@方法［0!%］。N4++@>>@方法是在
已知凸多面体控制方程的前提下，通过递推公式求得凸多面体的体积。该方法因具有简单可行、操作方便等

优点而得到广泛的应用，但该方法在应用过程中要求控制方程不能存在冗余的方程。本文在与 =<><,<*单胞
相对应的 ?@54A,4B三角网的启示下，通过 ?@54A,4B三角网将三维 =<><,<*单胞划分成若干个不重叠且充满
=<><,<*单胞的四面体，从而可简单地通过四面体的体积计算得到 =<><,<*单胞的体积。

A *+,+(+-单胞
对于 =<><,<*单胞的概念［-］，可通过数学方式进行描述。记 37 空间上任意 .点 !A 和 !B 的欧氏距离为

.（!A，!B），设 C O｛!!，⋯，!7｝为 37 空间上任意 7 个互异的点，则与其中任意一点 !A 对应的 =<><,<*单胞的
定义为

DA E｛! ! 37：.（!，!A）" .（!，!B），#B $ A｝ （!）
二阶 =<><,<*单胞是在 37 空间上任意 7 个互异的点C O｛!!，⋯，!7｝的基础上，增加一新的待插值点 !F，形成
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新的一阶 !"#"$"%单胞，其中结点 !! 为插值点 !"的自然邻点，结点 !! 的二阶 !"#"$"%单胞为结点 !! 的一阶
!"#"$"%单胞与插值点 !"的一阶 !"#"$"%单胞重叠的部分，即

#!! $｛! ! %&：’（!，!"）" ’（!，!!），# !｝$｛! ! %&：’（!，!!）" ’（!，!(），#( % !｝ （&）

将具有公共边界的 !"#"$"%单胞所对应的结点称为自然邻点，其公共边界为该 &点的中垂面（二维问题为 &
点的垂直平分线），即 &自然邻点 !! 和 !( 的 !"#"$"%单胞公共边界所在的平面（或直线）) 为

（*( + *!） * +
*! , *(( )& ,（-( + -!） - +

-! , -(( )& ,（ .( + .!） . +
.! , .(( )& $ ’ （(）

其法线方向为结点 !! 指向 !(。与结点 !! 对应的 !"#"$"%单胞在平面（或直线）) 的结点 !! 所在的一侧，即结
点 !! 对应的 !"#"$"%单胞满足

（*( + *!） * +
*! , *(( )& ,（-( + -!） - +

-! , -(( )& ,（ .( + .!） . +
.! , .(( )& " ’ （)）

假设结点 !!（*!，-!，.!）为插值点 !/（*/，-/，./）的 *个自然邻点，与结点 !!（*!，-!，.!）对应的自然邻点共有 0
个，分别为（**，-*，.*），⋯，（*0，-0，.0），则与结点 !! 对应的二阶 !"#"$"%单胞可写成
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.! , .0( )& "













 ’

（+）

令 1’* $ *! + */ 1’& $ -! + -/ 1’( $ .! + ./ 2’ $
*&! + *&/ , -&! + -&/ , .&! + .&/

&

13* $ *3 + *! 13& $ -3 + -! 13( $ .3 + .! 23 $
*&3 + *&! , -&3 + -&! , .&3 + .&!

& （ 3 $ *，⋯，0）
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式（,）描述了二阶 !"#"$"%单胞的控制域，若能得到二阶 !"#"$"%单胞的顶点，则可通过 -./01$02三角网将控
制域划分成若干个小域进行分析。因此若要得到二阶 !"#"$"%单胞的勒贝格测度，首先需要得到二阶 !"#"$"%
单胞的顶点。二阶 !"#"$"%单胞的顶点是边界的交点，即式（,）取等号时所得的满足式（,）的点。对于 & 维空
间问题，通过联立式（,）中 & 个方程，建立 *个新的方程组

"! $ # （3）
若 4 " 4%’，则式（3）必有解

! $ " +*# （5）
若 ! 6 " 7 *# 满足式（,），则为二阶 !"#"$"%单胞的 *个顶点。

! "#$%&’%(三角网

-./01$02三角网的概念是建立在 !"#"$"%单胞基础之上的。将具有公共边界的 !"#"$"%单胞所对应的结
点连接所得到的三角形，称作 -./01$02三角形，将 %& 空间上任意 & 个互异的点通过 -./01$02三角形划分，可
形成 -./01$02三角网。
文献［*’］证明了 -./01$02三角网具有如下性质。
%) 唯一性：不论从区域何处开始构建，最终都得到一致的结果。
*) 最优性：任意 &个相邻三角形形成的凸四边形的对角线如果可以互换，那么 &个三角形 ,个内角中

最小的角度不会变大。
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!" 最规则：如果将三角网中每个三角形的最小角进行升序排列，则 !"#$%&$’三角网的排列得到的数值
最大。

#" 具有凸多边形的外壳：三角网最外层的边界形成 (个凸多边形的外壳。
以上这些性质保证了 !"#$%&$’三角网所划分的区域不具有重叠部分，且能覆盖结点所占的凸区域。
目前关于 !"#$%&$’三角网划分的方法很多［((!()］，如 *$+,-&算法、.-+’"/01$2,-&算法等。此外，一些商业

软件具有成熟的 !"#$%&$’三角网划分的功能，如 345*4.软件中，可通过 !"#$%&$’命令进行相关工作。
在三维问题中，通过 !"#$%&$’三角网划分所得的基本体为四面体，四面体的体积可通过简单的几何方法

得到，如已知某四面体的 6个顶点分别为（!(，"(，#(），（ !)，")，#)），（ !7，"7，#7），（ !6，"6，#6），则该四面体的体
积为

$ % (
8 &

!) ’ !( ") ’ "( #) ’ #(
!7 ’ !( "7 ’ "( #7 ’ #(
!6 ’ !( "6 ’ "( #6 ’ #(

& （9）

$ 算 例

已知三维空间 :结点 (（;，;，;），)（(，;，;），7（(，;，(），6（;，;，(），<（;，(，;），8（(，(，;），=（(，(，(），:（;，(，(），
插值点 !(（;>=)78，;>(7:)，;>(7:)），则结点 8为插值点的自然邻点。结点 8的自然邻点有 7个，分别为 )，<，
=。结点 8的二阶 ?-/-&-@单胞为

"! ! # （(;）
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通过式（(;）中任取 7个方程并取等号进行联立方程，代入上式进行判断是否符合要求，可得结点 8的二
阶 ?-/-&-@单胞的顶点为（;><，;><，A (>;:<6），（(>)9)=，;><，;><），（;><，;>=<6)，;><），（;><，;><，;><）共 6个结
点，通过 !"#$%&$’三角网，可划分成 (个四面体，通过式（:）可知其体积为 ;>;<77。

% 结 语

在已知 ?-/-&-@单胞顶点的前提下，利用 !"#$%&$’三角网将 ?-/-&-@单胞划分成若干四面体，通过求解四
面体的体积得到 ?-/-&-@单胞的体积。该方法具有原理简单、可行性强、理解性好等优点。
此外，该方法不仅可以应用于三维 ?-/-&-@单胞的体积计算，对于任意 (个已知边界顶点的凸多面体均

可应用该方法进行体积的计算。
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·简讯·

水资源高效利用与工程安全国家工程中心

参与举办“海洋疏浚泥综合利用技术推广会”

为推进 34==年国家海洋局公益性行业科研专项“疏浚泥规模化利用成套技术研究”的顺利进行，进一步
推广淤泥处理技术，34=3年 5月 =6日，河海大学水资源高效利用与工程安全国家工程中心联合国家海洋局
南海海洋工程勘察与环境研究院在广州举办了“海洋疏浚泥综合利用技术推广会”。来自海洋主管部门、广

州南沙开发区土地开发中心和规划局、广州港务局、惠州港务局、广州港集团、惠州港集团等港航管理单位，

中国交通建设股份有限公司天津航道局、中国交通建设股份有限公司广州航道局和中交四航院、中国交通建

设股份有限公司二航院等港航设计及施工管理部门的专家等共 9:人参加了会议。国家工程中心副主任、水
环境方向首席科学家朱伟教授和淤泥事业部副总经理刘青松出席了会议。

会上，南海海洋工程勘察与环境研究院介绍了疏浚淤泥综合利用项目进展情况及工作设想。朱伟教授

作了题为“河湖清淤中泥的处理技术及问题”的专题报告，淤泥事业部副总经理刘青松作了“堆场淤泥表层处

理新技术———淤泥原位固化处理技术”报告。此外，与会专家及企业代表就当前海洋疏浚综合利用技术面临

的挑战和机遇交流了意见和看法，同时针对性地提出了疏浚工程、围填海工程与地方可持续发展有机结合的

建议。大家一致认为，目前项目组取得的疏浚泥综合利用技术成果丰硕且实用，特别是疏浚堆场表层原位固

化技术经过工程实践，已被证实具备产业化推广潜质，疏浚泥综合利用将成为未来统筹解决区域疏浚泥产生

及城市发展用地的首选途径。

（本刊编辑部供稿）
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