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弹性地基上框架结构内力计算方法

汪基伟，提桂娟，冷 飞

（河海大学土木与交通学院，江苏 南京 .!""-%）

摘要：将框架结构的地基梁单元细分，由弹性力学中的地基沉陷公式求得与细分后梁单元结点相

对应的地基柔度矩阵，对柔度矩阵求逆得到地基刚度矩阵，与框架结构刚度矩阵叠加形成总体刚度

矩阵；设置虚梁考虑边荷载；通过求解确定地基集中反力为受拉的结点，消除这些结点对地基刚度

的贡献，进而考虑地基与地基梁的脱开问题；由梯形分布荷载作用下的梁单元固端剪力系数矩阵，

建立由结点处地基集中反力求地基分布反力的关系式，形成了完善的半解析弹性地基上框架结构

内力与地基反力求解方法，算例表明该方法有很好的精度。同时通过算例发现，不同地基模型对结

构的总沉陷影响较大，但对结构内力、地基反力和沉陷差影响较小。
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水利工程中许多结构可以简化为作用在地基上的平面框架结构，如尾水管［!］、水闸［.］、蜗壳［$］等，其内力

常采用地基梁法和有限单元法求解。地基梁法将上部结构和地基梁作为 .个独立的结构，将地基梁作为上
部结构的固定支座，采用结构力学求出上部结构的内力及支座反力，然后将支座反力施加给地基梁，查表求

出地基梁内力。这种方法简单方便，可以手算，但忽略了上部结构和地基之间的相互作用，不能反映整个结

构的变形与内力。采用有限单元法计算时，地基划分为块体单元［;］，为了避免梁单元与块体单元结点自由度

不一致引起的误差，将框架也划分为块体单元；为模拟框架与地基可能的脱开，在框架与地基之间设置界面

单元；求出单元应力后通过对应力积分得到框架结构的内力。这种方法网格划分和内力求解过程比较繁琐，

地基网格划分的范围也影响计算精度。为解决这些问题，文献［/］提出了半解析法，该法的要点是将上部结
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构、地基梁和地基视为 !个子结构，用有限单元法求解上部子结构的单位位移，用弹性力学公式求解下部子
结构即多层地基的沉陷系数，通过 !个子结构交界面上的变形协调条件和上部子结构的静力平衡条件求出
结构与地基相互作用的基底反力，然后再用叠加原理求出上部结构和基础的位移和内力。此法考虑了上部

结构和地基之间的相互作用，地基不需要划分网格，框架可采用梁单元，避免有限单元法由应力求解内力的

步骤以及地基网格划分范围对计算精度的影响，但计算模型较为繁琐。文献［"］提出了直接刚度法，该方法
的出发点与文献［#］相同，即仍采用弹性力学公式求地基沉陷系数，其区别是将地基沉陷系数矩阵转化成刚
度矩阵，直接与地基梁刚度叠加形成总体刚度矩阵。该方法模型简单，计算方便，但存在以下问题：（$）未解
决地基边荷载问题；（%）得到的地基梁剪力值在应该连续处不连续，不符合实际情况；（&）未对地基反力分布
情况进行分析；（’）只考虑了半平面地基模型；（(）没有讨论地基梁与地基脱开的情况。笔者针对上述问题开
展研究，以形成一种简单且计算精度高的弹性地基框架内力计算方法。

图 ! 框架结构
"#$% ! "&’() *+&,-+,&)

! 计算模型与平衡方程的建立
设弹性地基上有一受直接荷载（!，"，#）和边荷载

（#)，#!）作用的框架结构，如图 )所示。假定当地基反力受
压时地基与地基梁接触面的竖向变形连续，受拉时地基与

地基梁脱开；地基与地基梁接触面只能传递法向反力。

仍采用直接刚度法求解。图 )所示框架结构可划分为
*个梁单元，其中单元!和"为虚梁，用来考虑边荷载作
用，计算时只考虑边荷载引起地基沉陷所产生的地基刚度

图 . 计算模型
"#$% . /’0-,0’+#12 314)0

贡献，不考虑梁的刚度贡献。单元#和$为地基梁，单元

% +&为框架梁。为考虑地基刚度的作用，将单元! +$
细分为 $ 个子单元，单元长度为 %，细分后子单元长度较
小，计算较精确。图 !所示框架结构细分后，子单元总数为
$ , #，结点总数为 $ , -，原作用于单元! +$ 的荷载相应
地转移到子单元与结点上。在地基梁一侧设置刚性水平约

束，以消除结构的刚体位移，如图 !所示。
平衡方程如下：

（!. & !/）" ’ # （)）
式中：!.———框架结构刚度矩阵（含地基梁刚度）；!/———地基刚度矩阵；"———整体结点位移列阵；#———整
体结点荷载列阵。

图 5 地基单元划分示意图
"#$% 5 "1,24’+#12 )0)()2+ 4#6#*#12

. 刚度矩阵求解
框架结构的梁单元刚度矩阵可参见文献［0］，当构件的剪切变形影响不能忽略时，应采用考虑剪切变形

的梁单元刚度矩阵［1］。对除虚梁之外的所有框架结构梁单元循环叠加，可得到框架结构的刚度矩阵 !.。

地基刚度矩阵 !/由其柔度矩阵求逆得到
［*］，由于矩阵求逆时矩阵主元不能有零元，且地基梁的走向不

一定和整体坐标一致，因此首先需根据地基梁的走向建立地基梁的局部坐标系，对地基梁结点重新连续编

号，并建立新结点编号与老结点编号的转换矩阵。将与地基梁单元对应的地基划分为如图 2所示的单元（ (
为地基梁宽度，地基单元中心点与梁单元结点在同一位置上［)3］），并将地基对梁的分布反力简化为梁结点处

的集中力。

设单位力 " 作用在 ) 单元中点，见图 2，利用沉陷公式求得单元 * 中点的沉陷 +*)，即柔度系数；当 * 4 )
时，将单位力均匀分布在单元 ) 的长度 % 上，计算单元 *
中点产生的沉陷。下面给出 2 种地基模型柔度系数的
公式。

’% 弹性半空间地基模型的柔度系数［))］。表达式
如下：
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式中：&#，!———地基弹性模量和泊松比；)———距单位力作用点的距离；*———地基梁宽度。
!" 弹性半平面地基模型的柔度系数［!"］。本文模型的柔度系数求解需取定一个基点，因此得到的是相

对柔度系数。表达式如下：
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式中各符号含义同式（"）。

#" 多层地基模型的柔度系数［!"］。表达式如下：

!"# $ #
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式中：-———地基压缩层内土层的分层数；/".——— " 单元中点下第 . 土层的厚度；&( ".——— " 单元中点下第 .
土层的压缩模量；""#.——— # 单元中点处的单位集中附加压力作用下对 " 单元中点下第 . 土层所产生的平均附
加应力，按问题的性质，分为空间和平面 "种情况。
利用上述公式可求得地基梁局部坐标下的地基柔度矩阵：
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将式（)）求逆得到地基梁局部坐标下的地基刚度矩阵 "0*：

"0* $ ! %! $

1!! ⋯ 1!-

1-! ⋯ 1


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


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（+）

结构总刚度矩阵建立在整体坐标中，每个结点有 &个自由度，而地基刚度矩阵是在局部坐标下求得，每
个结点只有法向自由度，所以应将 "0*经转换矩阵转换到整体坐标。得到整体坐标下的地基刚度 "* 后，再

根据地基梁新结点编号与老结点编号的转换矩阵将 "*叠加到总体刚度矩阵中。

$ 地基反力和地基梁内力求解
由式（!）求得位移后，由地基梁的竖直位移与地基刚度矩阵相乘就可得到作用在地基梁结点上的地基集

中反力，见式（,）。
# $ "0* $0 （,）

式中：#———地基梁结点上地基集中反力列阵；"0*———局部坐标下地基刚度矩阵；$0———局部坐标下地基梁
结点竖直位移列阵。

当某点的地基集中反力受拉，就意味着此点地基梁与地基脱开，此时应忽略相应结点处地基对地基梁的

刚度贡献，重新计算，直到全部地基集中反力均为压力。

式（,）得到的是作用在地基梁结点上的地基集中反力。为求地基分布反力，假设作用在每个地基梁单
元上的地基反力为梯形线性分布，如图 ’所示。
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图 ! 地基反力分布
"#$% ! &#’()#*+(#,- ,. ’+*$)/01 )1/2(#,-

由作用梯形荷载的两端固定单跨的杆端剪力公式得

到地基梁单元固端剪力系数矩阵，可建立由结点处地基

集中反力求地基分布反力的关系式：
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式中："’———地基分布反力在地基梁结点处的反力；&’———式（#）求得的地基梁结点上的地基集中反力。
地基反力是地基作用在地基梁上的荷载，文献［$］在计算地基梁内力时未考虑地基反力产生的固端力，

因此得到的地基梁剪力有误，在应该连续处不连续。笔者在计算地基梁内力时将分布地基反力求出的固端

剪力并入一般荷载的固端力，得到了正确的地基梁剪力。

由式（%）得到位移后，用式（(）所示的梁单元平衡方程即可求得考虑地基影响的所有梁的内力。
!! ) %"""# ) (!! )* （(）

式中：!! )———所有梁单元内力；""———梁单元刚度矩阵；"# )———单元结点位移列阵；!! )*———单元固端力列阵。

! 算 例

根据上述方法编制相应的程序。图 +为某有限深地基上的涵闸，所受荷载与边界情况如图中所示。边
柱截面尺寸为 ",#- . %,"-，中柱截面尺寸为 ",’- . %,"-，横梁和地基梁截面尺寸为 ",/ - . %," -，上部结
构弹性模量 ) 0 !,/ . %"& 123，泊松比!0 ",%/#，密度"0 ! &"" 45 6 -$。地基弹性模量 ) 0 $"" 123，泊松比

!0 ",$+，地基深度为 %%,%-。对该结构同时采用本文方法和商业软件计算，以校验本文方法精度。按本文
方法计算时，框架模型取梁柱中心线尺寸，采用平面分层地基。按商业软件计算时，采用 2789:&!单元，按
平面应变计算，取地基宽度为 ++-，地基深度为 %%,%-，上部结构的网格控制尺寸为 ","+-；求得应力后转化
成内力。图 /给出了 !种方法的计算结果，其中括号内为商业软件计算结果。需要指出的是，采用商业软件
计算时给出的是柱边缘处地基梁的内力，为比较 !种方法的计算结果，图 /标注本文方法计算结果时，除标
注结点处内力外还标注了柱边缘处地基梁的内力。从计算结果发现，!种方法相同位置上内力的最大差值
在 ’*以内，表明本文方法精度较好，能满足工程要求。

图 3 涵闸计算简图
"#$% 3 4/52+5/(#,- 0#/$)/6 ,. ’5+#21 $/(1

图 7 弯矩计算结果（单位：89·6）
"#$% 7 4/52+5/(10 )1’+5(’ ,. *1-0#-$ 6,61-(（+-#(’：89·6）

为分析半平面、半空间和多层地基模型对结构内力的影响，对上述算例进一步分析。图 #比较了半平面
地基模型和分层平面地基模型的结果，括号内为半平面结果，括号外为分层平面结果，图 ’比较了半空间地
基模型和分层空间地基模型的计算结果，括号内为半空间结果，括号外为分层空间结果。由图 #可见，不同
平面地基条件对总沉陷影响较大，但对结构内力、地基反力和沉陷差影响不大。对不同空间地基，由图 ’也
可得出相同的结论。
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图 ! "种平面地基模型的计算结果比较
#$%& ! ’()*+,$-(. (/ ,0-123- (/ 34( *2+.+, /(1.5+3$(. )(502-

图 6 "种空间地基模型的计算结果比较
#$%& 6 ’()*+,$-(. (/ ,0-123- (/ 34( -*+70 /(1.5+3$(. )(502-

8 结 论

+& 给出了完善的半解析弹性地基上框架结构内力与地基反力求解方法。其特点如下：（!）由弹性力学
中的地基沉陷公式求得地基柔度矩阵后，求逆得到地基刚度矩阵，与框架结构刚度矩阵叠加形成总体刚度矩

阵，可直接求得结构位移，方便简捷；（"）可考虑边荷载作用、地基与地基梁的脱开，可求地基反力分布，功能
完善。

9& 算例表明，不同地基模型对结构的总沉陷影响较大，但对结构内力、地基反力和沉陷差影响较小。
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