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光滑有限单元法及其应用
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（河海大学力学与材料学院，江苏 南京 .!""-%）

摘要：对光滑有限单元法进行综述，介绍光滑有限单元法、边界光滑有限单元法、节点光滑有限单

元法的基本思想、基本算法、方法特点以及在一些领域的应用。归纳得出：光滑有限单元法将应变

光滑化措施引入有限单元法，可以降低网格划分要求，适应不规则网格；光滑有限单元法的算法与

有限单元法基本相同，在有限单元法程序基础上进行少量修改即可实现；光滑有限单元法计算结果

比有限单元法更精确。
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有限单元法是求解数学物理问题的重要数值方法，由于其具有通用性和有效性，因此在技术科学和工程

分析中获得了最广泛的应用。至今，围绕有限单元法的研究仍是应用数学和计算力学的热点课题。在裂纹、

孔洞、杂质等不连续问题以及裂纹扩展问题中，为降低网格划分要求，提出了广义有限单元法及扩展有限单

元法。对于大变形问题，为避免不断进行网格重划分，提出了无网格法等。可见，降低有限单元法对网格划

分的要求，减少动态问题中的网格重划分是有限单元法发展的要求。

光滑有限单元法是近年来由刘桂荣等［!］首先提出的方法，是在有限单元法的基础上引入应变光滑化措

施［.］，改进有限单元法结构刚度计算的一种方法。Q*:等［$］建立了光滑有限单元法的理论基础，并提出节点
光滑有限单元法（NJ1K0L）［>］和边界光滑有限单元法（0J1K0L）［/］。光滑有限单元法降低了对网格划分的要
求，求解精度比有限单元法更高，结构刚度可随光滑子元数量增加而单调增大，并趋向有限单元法的刚度。

本文对光滑有限单元法进行综述，主要介绍光滑有限单元法、边界光滑有限单元法和节点光滑有限单元

法的基本思想、基本算法、方法特点等，并和有限单元法进行比较。

第 >"卷第 /期
."!.年 -月

河 海 大 学 学 报（ 自 然 科 学 版 ）

RG:C,34 GH SG93* T,*E7C+*DO（N3D:C34 J<*7,<7+）
UG4#>" NG#/
J7B# ."!.



图 ! 光滑有限单元法中的光滑子元
"#$% ! &’(()*#+$ ,-../ #+ &"01

! 光滑有限单元法
光滑有限单元法是将有限单元法的单元进一步划

分成光滑子元，如图 !所示，图中 !" 为光滑子元的数

量。在光滑子元内引入应变光滑化措施，单元的刚度

矩阵由光滑子元的刚度矩阵累加集成。在单元内进一

步划分光滑子元不同于有限单元法的网格加密，有限

单元法的网格加密增加了节点数从而提高了计算精

度。而光滑有限单元法划分光滑子元的目的是将单元刚度矩阵的计算由!个单元区域内积分改为光滑子元
的区域积分之和。光滑有限单元法并不增加节点数，即没有改变有限单元法的近似解空间，所以光滑有限单

元法的解是对有限单元法解的一种改进。

文献［#］证明了这种改进的可行性：（$）一维线性单元和二维线性三角形单元光滑有限单元法结果与有
限单元法相同；（%）二维四边形单元，当 !" & !时，光滑有限单元法与有限单元法中采用缩减积分具有类似特
性；（’）当 !"!(时，光滑有限单元法的结果趋向有限单元法采用全积分的结果；（)）!" 有限时，变分不一
致，但能量一致；（*）结构刚度随光滑子元数单调增加。分析表明，在单调的变化过程中，通过选取合适的光
滑子元数可得到比相应有限单元法更精确的结果。

光滑有限单元法与有限单元法的区别在于刚度的计算，将光滑因子!"（!）引入应变"+（ !）&","+（ !）
的计算（下标 +代表其为光滑化后的物理量，下标 "代表该量值是光滑子元上的量值）。文献［#］采用常数光
滑函数：
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则光滑子元的应变为
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式中：!"———光滑子域；#"———光滑子元的面积。

将位移插值公式 "+（!）& ’
$/
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式中：#%（!）———第 % 个结点的形函数矩阵；$/———节点的个数；(%"%———光滑化后第 % 个节点的应变矩阵；
$%———第 % 个节点的位移；%%（!）———光滑化前第 % 个结点的应变矩阵。

光滑有限单元法的单元刚度矩阵为
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式中：!"———光滑子元的数量；’———弹性常数矩阵。
应用散度定理将应变的计算改为

&"+" " !
#"%!"

","+（!）)! " !
#"%""

("（!）"+（!）)" （4）

则应变矩阵为
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式中 $!为光滑子域边界外法线方向矩阵。

文献［%］给出了端部受集中力的悬臂梁在多种计算方案（包括矩形单元和不规则单元）下的计算结果，文
中的网格密度范围为 "& ’ ( ) "*$ ’ %*，光滑子元数目范围为 " ) "(。光滑有限单元法的计算结果及误差分析
反映了其结果随光滑子元数单调变化的规律。

! 光滑有限单元法的发展
光滑有限单元法是将有限单元法的单元划分成光滑子元并引入应变光滑化措施的一种数值模拟方法。

图 ! 边界光滑有限单元法的光滑子域
"#$% ! &’(()*#+$ ,(’-#+. #+ /&0"/1

!23 边界光滑有限单元法
边界光滑有限单元法是将有限单元法的单元划分成子元，

不同于光滑有限单元法，其光滑子域是由单元边界相邻的子元

组成，如图 * 所示，图中"%（节点 #&" 所围区域），"’（节点

$%(*所围区域）为光滑子域示例。应变光滑措施针对光滑子
域施加，整体刚度矩阵由子域的刚度矩阵集成。边界光滑有限

单元法偏好三角形单元，且其计算结果优于有限单元法的三角

形单元，甚至超过四边形单元的计算结果［+］。边界光滑有限单

元法同光滑有限单元法一样，亦可在一般有限单元法程序的基

础上进行少量修改即可实现。相比一般有限单元法，可得出更高精度的刚度矩阵，且计算所得的刚度矩阵界

于有限单元法和节点光滑有限单元法之间。

边界光滑有限单元法的光滑子域的刚度矩阵为

（!%!)）’ """’
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整体刚度矩阵由光滑子域的刚度矩阵集成：

!%!) " #
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’ " "
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式中 *.为边界总数。

图 4 节点光滑有限单元法的光滑子域
"#$% 4 &’(()*#+$ ,(’-#+. #+ 5&0"/1

!2! 节点光滑有限单元法
节点光滑有限单元法中同样是将有限单元法的单元划分成

子元，不同于光滑有限单元法的是，节点光滑有限单元法沿节点

边界相邻的子元组成光滑子域，如图 % 所示，图中"’（节点

+",*-%.(/+所围区域）为光滑子域示例。应变光滑措施针对
光滑子域施加，整体的刚度矩阵由子域的刚度矩阵集成。节点

光滑有限单元法可以提供位移解的上限，结合有限单元法的位

移解下限，可以给出解的范围，且其对体积自锁不敏感［(］。节点

光滑有限单元法的光滑化与边界有限单元法相似，在得到光滑

子域的刚度矩阵（!%!)）’ 后，整体刚度矩阵由光滑子域的刚度矩

阵集成：

!%!) " #
*0

’ " "
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式中 *0 为节点总数。

4 结 语

光滑有限单元法自提出以来已在一些领域得到应用。012等［+］利用边界光滑有限单元法、节点光滑有限
单元法解决不可压缩材料的体积自锁问题，并得出较好的解；342567892:7等［&］将边界光滑有限单元法应用
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于压电材料的分析；!"#等［$］利用节点光滑有限单元法、边界光滑有限单元法分析金属成型；%&等［’］将边界
光滑有限单元法用于分析声学问题等。在 ()(*—+,,+《高层建筑混凝土结构技术规程》中，明确要求重要工
程必须使用 +种以上计算模型进行分析计算，应用节点光滑有限单元法的位移解上限，结合有限单元法的位
移解下限，可给出工程问题的解的范围，在实际工程问题中很重要。

光滑有限单元法是近年来提出的新方法，应用此方法时要注意方法的适用范围。文献［-,］指出光滑有
限单元法的不足，例如无变换单元的形函数的存在依赖于坐标的选择、多边形单元的形函数不唯一、面积积

分变换为线积分等问题。

光滑有限单元法至今仍在发展，新方法仍在不断提出。任意多边形光滑有限单元法［--］由光滑有限单元

法发展而来，并用于任意多边形单元。三维边界光滑有限单元法［-+］由边界光滑有限单元法发展而来，用于

分析三维问题等。总之，光滑有限单元法具有对网格划分要求低、适用任意多边形单元、相对于有限单元法

可得较高精度、可给出解的上限和下限等特点，具有很好的应用前景。
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